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惯性导航系统原理

程向红



2010-03-12 3

绪论

包括舰船、车辆、飞机、宇宙飞行器和卫星等，通
常叫做载体.  

是指在某参考系内将运动物体从一点
引导另一点的过程。

是指地球表面、空间和太阳系等.  

Reference Frame

运动物体Any mobile vehicle

Navigation
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Astronautics[]

导航通常意味着正确地引导船舶在海上航行

飞机、导弹、人造卫星和宇宙飞船等相
继出现，导航的含义不局限于航海

早期

导航===航海

随着科学技术的不断发展

☺Autopilots for guidance and control of 
aircraft, missiles, ships and land vehicles;
☺ Control of gimbals and other structures.

Nautics 航海

Aeronautics
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观测舰位法和推算舰位法

由于各种舰艇，特别是导弹核潜艇的出现，为了满足
发射导弹和稳定其他装置的需要，除要求导航系统提
供上述参数外，还要提供水平基准信号。

舰船的导航方法有多种，根据获得导航数据的手
段，其方法大致可分为两类

船舶在海上航行

观测舰位法

推算舰位法

位置

速度

航向

航程
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观测舰位法

依靠观测外部目标或接收外部（光波、无线电）信号来确定舰位

卫星导航

地文导航

天文导航

无线电导航

对一定轨道上的人造卫星进行电波观测，求出舰船
相对于卫星的位置，再根据已知的卫星相对于地面
的位置来计算出舰位。

利用目测、光学等方法，辨认和观测地面或海
上的特定标志，以确定舰位
利用测定天体（日、月、星）相对于水平面的高
度角和相对于真北的方位角，来计算出舰位

测出舰船相对于地面导航台的几何参量，建立若干
位置线，根据两条位置线的交点来确定舰位

GPS (Global Positioning System)

GLONASS (Global Navigation Satellite)

罗兰 (Loran Long Rang Navigation)

奥米加 (OMEGA) 超远程无线电导航系统

远程无线电导航

Navigation System Timing and RangingNavigation System Timing and Ranging
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推算舰位法

利用舰船自身的导航设备，不断测量舰船的航
向、航速或加速度，加入初始位置，推算出舰船
的瞬时位置

例如，利用陀螺罗经测量舰船的航向，利用计
程仪连续地测量出舰船相对于海水的速度，将
速度在相应的坐标系内分解，再对时间积分，
即可求出舰船的航程。

惯性导航，是利用加速度计测量舰船的运动加速
度，对时间进行两次积分，从而确定舰位。因此，
惯性导航法也是一种推算舰位法。

航位推算法

（dead reckoning）
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舰船的各种导航方法，在具体应用中相辅相成

观测舰位法

卫星导航

地文导航

天文导航

无线电导航

易受天候限制，定位精度较低；

但其所使用设备结构简单，使用方便，故障较少。

易受天候限制，如在潜艇上使用，需露出水
面观测、容易暴露目标；

容易做到全球、全天候导航，定位精度高；

但其定位精度较高。

但易受自然或人为的干扰和发射台的限制，潜艇处于
水下状态时不能使用。

作用距离较远，定位精度较高，且不受时间和天候的限制；

但不能实时连续导航。

综合导航系统
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推算舰位法

为了提高导航精度，往往把它们组成综合导航系统。

但是，长时间使用这些设备定位，容易产生积累误
差。迄今为止，很多计程仪只能测量舰船相对于海水
的速度，而不是相对于地面的速度，海水又有流向和
流速的变化，影响了测量精度。

陀螺罗经、计程仪加上航迹自绘仪系统，使用比较广泛。
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惯性导航系统

设备比较复杂；

需要用精密的惯性元件——陀螺仪和加速度计；
加工、装配及维护保养等需要较高的技术水平；
成本较高；

长时间工作，陀螺仪的漂移会造成无界定位误差；

当长时间使用惯性导航系统时，必须利用其他导航仪器对它进行校准。

自主性强

隐蔽性好

连续地提供舰船的航速、舰位及航向角、纵横摇角信息

不依赖于任何外部信息

在作战舰艇上尤其是战略核潜艇上使用最为理想

实时性

不向外辐射能量
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惯性技术是什么？

它在国防科学技术中占有非常重要的地位，因而是世
界各工业强国重点发展的技术领域之一。随着惯性技
术的不断发展，许多国家已将其应用领域扩大到民
航、船舶、大地测量、石油钻探、地球物理测量、海
洋探测、气象探测、铁路、隧道等许多技术领域。

惯导（惯性导航与惯性制导）技术

惯性仪表技术（各类陀螺仪和加速度计）

惯性测量技术以及有关设备和装置

的通称。
Inertial Navigation and Guidance
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惯性技术属于尖端技术，是多学科的综合技术

微电子

精密机械

计算机技术

自动控制

材料

光学

数学

它涉及多种学科、多种技术的交叉学科。

—— 加工 三浮陀螺 半球谐振陀螺。

—— 软件、硬件，采样，接口、通讯等。

—— 古典，现代。初始对准和在线校正。

—— 微机械陀螺和加速度计。

——力学刚体定转动，工程矩阵，建模和算法。
—— 影响结构稳定性的主要因素。高性能磁性材料。

——光学陀螺（激光陀螺和光纤陀螺）

光学标定，子午线引入，对准。
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惯性技术在国防建设中的地位

Å对于惯性制导的中远程弹道导弹，一般说来
其命中精度70%取决于惯性系统的精度，基本
上决定了导弹是否能“打准”的问题。

Ç导弹核潜艇。由于潜航时间长，其位置和速度
是变化的，这些数据是发射导弹的初始状态参
数，直接影响导弹的命中精度，因而需要提供高
精度的位置、速度和竖直对准信号。目前适用于
核潜艇的唯一导航设备就是惯性导航系统。
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惯性技术在国防建设中的地位

Ñ惯性技术不仅在战略武器中占有极其重
要的地位，而且在战术武器中的应用也日
益广泛。反舰导弹、空空导弹、炮兵阵地
定位，坦克攻击定位、战术飞机导航攻击
及舰船导航。

É对于远程巡航导弹，则惯性制导系统加
上地图匹配技术或其他末制导技术，可
保证它飞越几千公里后仍能以极高的精
度击中目标。
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第一代：1930年以前的惯性技术

Drapper(德雷泊)主张按惯性系统的功能、惯性仪表的精度及其进展
阶段来划分发展时期，以说明惯性技术发展的进程和展望。

1852年，傅科将高速旋转刚体称为陀螺，利用它对惯性空
间的稳定性来设计仪表，显示地球的自转，并建议用此测
量经纬度。

20世纪初期，北极探险者希望得到一种能代替磁罗盘在北
极地区船只上指示南北方向的仪表，由于当时有了滚珠轴
承和电机，使得安休兹(德国)和斯伯利（美国）分别于
1906年和1911年研制出世界上最早的陀螺罗盘。从此，惯
性仪表在运动物体上测量方位的设想便得以实现。
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第二代：惯性技术始于40年代火箭发展的初期

它以测量载体相对于地球的位置为目的。德国V-2火箭就是用
两个二自由度陀螺控制飞行姿态，并用陀螺加速度计控制关
机点速度，以实现轨道控制。这是在武器上第一个正式使用
的惯性制导系统。

1950年，首次试验机载惯导系统，它的自由度滚珠轴承陀螺
的漂移量约为12°/h。

美国液浮技术和气浮技术在这一阶段(1970年以前)发展情况

1942年，德雷泊实验室研制成了液浮速率陀螺，并用于
海军舰艇的火炮控制系统上，效果很好。

1945年，德雷泊实验室开展了惯导系统的研究工作，发展
了液浮惯性仪表技术。
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1955年，定位精度为0.5n mile/h的单自由度液浮陀螺平台惯导系统
研制成功，从1945年算起，它整整花了10年时间。

nautical mile  海里（合1.852公里）

1953年，开始设计“雷神”等弹道式导弹制导系统。这是由单自
由度液浮陀螺与液浮陀螺加速度计组成的平台计算机系统。
1956年试飞成功后加以改进，成为大力神II的制导系统。

1954年，在机载惯导系统的基础上，又研制出第一套舰船惯导系统。

1957年，开始将磁悬浮技术用到北极星导弹制导系统的惯性仪表
上。德雷泊实验室从50年代初就开始研究磁悬浮技术。由于利用
磁悬浮消除了轴间摩擦和提高了浮子定中精度，使陀螺的干扰力
矩减小2~3个数量级。

1956年，在经过前一段探索研究的基础上，德雷泊实
验室确认铍是制造陀螺的理想材料，此后便着手用铍
材料做陀螺零件的研究。
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1964年，德雷泊实验室研制出第一套“阿波罗”登月
舱用的惯性测量装置。
二自由度液浮陀螺是从50年代中期开始研制的。

1959年，美国利顿（Litton）公司制造出G200型二自
由度液浮陀螺，用于飞机与舰船的惯导系统。

1958年，用液浮陀螺惯导系统取得了核潜艇在冰层下
潜航通过北极的惊人成就。潜航96h后露出水面时，其
实际位置和计算位置仅差几海里。

1959年，G7A型液浮陀螺采用动压马达（即气体自润
滑轴承的马达）。它与装滚珠轴承马达的陀螺相比，
精度提高了5倍，平均无故障间隔时间延长了4倍。
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惯性技术在这个阶段有如下特点

（1）为了减少惯性仪表支撑的摩擦与干扰，提高
仪表的精度，采用了这支撑悬浮技术，出现了液
浮、气浮、磁悬浮等技术。

（2）除陀螺外，还出现了另一种惯性仪表——
加速度计。从而，在载体上可以不依赖外部信息
而测量其质心的运动轨迹。

（3）普遍采用单自由度陀螺与反馈回路所组成的系
统——框架式稳定平台。用平台上安装的加速度计
来测量载体的运动加速度，经两次积分就可求得运
动的轨迹。这种惯性导航系统已是一种自主式的轨
道测量系统。

（4）采用了铍材料等特种材料与新型元器件（如
动压马达），并不断改进设计和工艺等，以减少
仪表及系统的随机误差。

三浮
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上述惯性技术的进展，说明液浮和气浮惯性技术
在第二代已进入较成熟的阶段，并在战略与战术
导弹武器、飞机、舰艇及民用等方面获得越来越
广泛的应用。

（5）为了提高系统及仪表的精度，还设计了高
精度测试设备，改善测试方法，建立误差模型，
并采用了各种类型的误差补偿技术，如平台旋转
技术、壳体旋转技术，陀螺反转技术、陀螺角动
量调制技术、陀螺监控技术及软件补偿技术等。

（6）平台、陀螺、加速度计等都是运动物体的
控制系统实现方位或轨迹控制的主要部件。惯性
技术与自动控制技术在发展中互相依赖，互相促
进，使惯性技术和现代控制技术均能迅速发展。
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第三代：静电、挠性、激光陀螺

1960年，激光技术在世界上首次出现后，美国斯佩里公
司于1963年首次研制出能测50°/h的激光陀螺。

1975年和1976年分别在战术飞机和导弹上试验成功，导
航精度达1n mile/h左右。1981年激光惯导系统的导航精
度已达0.1n mile/h。

1952年，提出静电陀螺的概念，利用高压静电场支承球形转子。
1963年康尼维尔公司研制成功核潜艇用的静电陀螺监控系统。

挠性陀螺是一种挠性接头支承的自由转子陀螺。1958年
开始研制的是细颈式，1962年开始出现动力调谐式，目
前的产品均采用后一种形式。

1970年开始作为监控器用于北极星和海神核潜艇上。
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第四代：光学陀螺

第五代：微机械、微光学陀螺

微电子与机械的完美结合。

微电子与光学的完美结合。

体积小、成本低、可靠性高

Sagnac效应

第×代：新的测量机理

冷原子陀螺 微光学陀螺

微机械与挠性组合的陀螺

光纤陀螺 激光陀螺

……
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惯性系统的结构形式

V-2导弹用的就是简易捷联系统。到60年代初，对
速度捷联惯导的理论已有较完整的研究。它结构简
单、允许全姿态工作、可提供重复信息，可靠性
高，重量轻等优点。但碰到的主要问题是如何适应
动态环境。

平台式系统

1969年“阿波罗-13”登月舱在返回地球途中，因舱中
电源故障，供电不足，被迫停止使用耗电较多的平
台惯导系统，而启用了功耗低的备份应急捷联式惯
导系统，得以安全返回地面。

捷联式系统
方位捷联平台系统
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915
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PL-II
型平
台罗
经内
结构
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生命力和广阔的发展前景

舰船

飞机

导弹

人造卫星

宇宙飞船

应用领域广

大地测量
功能扩大

精度和可靠性提高

军用 民用
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空间

在描述物体运动时，必须选择一个或几个物体作为参考系。

一个物体的运动，只有在其他物体对其施加力时才能发
生。能对地球附近的物体施加力的，除地球外，还有那
些距地球较近的星球。这样，当研究舰船在地球表面运
动时，应该把它置于太阳系，考察太阳系里星球对其运
动的影响。

舰船的运动，基本上限于地球表面。

所以，选定地球作为参考系来描述舰船运动。
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空间

这许许多多的星球之所以能够维持各自的运动，是
由于它们之间存在互相吸引的力，万有引力。事实
上，任何物体周围都充满了一种特殊形式的物质，这
种特殊形式的物质称为场。两个不接触的物体之间的
引力不是这两个物体间直接的超距作用，而是一个物
体通过它周围的场作用在另一物体上，并称该场为引
力场。

太阳系的中心天体是太阳。围绕太阳转动的有九大→八
大行星，整个太阳系又围绕银河系在运动，银河系也
处于不停的运动中，在它外面还有许多星系存在，统
称为“河外星系”。
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惯性坐标系

众所周知，原点取在不动点而又无转动的参考系就是一
个惯性空间。与惯性空间相固联的坐标系，称为惯性坐
标系或简称惯性系。

惯性导航的基本原理，是根据牛顿运动定律，在载体
内部通过测定惯性力的大小来确定其运动加速度。

要决定一个参考系是不是惯性系，只能依靠观察、实
验和测量。由于牛顿运动定律是否成立依赖于所能达
到的或者要求达到的测量精度，决定一个参考系是不
是惯性系也将依赖于现有的测量水平。

牛顿运动定律成立的参考系，称为惯性空间。

牛顿时代，以太阳中心为原点，以指向任意恒星的直线为
坐标轴，组成一个坐标系。这样的参考系视为惯性系。
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γ
θ

S

ξ

η

ζ

黄道平面

地球赤道平面

春分点

秋分点

太阳连同太阳系一起围绕银河系运
动，运动的角速度极小。

原点在太阳中心的惯性坐标系

Sun

Earth

凡是对上述惯性系作匀速
直线运动的参考系，牛顿
运动定律也是适用的。也
是惯性系。

黄道平面与地球赤道平面的交线是γθ
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太阳对银河系中心的向心加速度及转动角速度
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太阳连同太阳系围绕银河系在运动。

有关运动数据如下：

太阳的速度233km/s；

太阳与银河系中心的距离2.2×1017km；

太阳围绕银河系的旋转周期190×106年。

假设太阳绕银河系作圆周运动，则太阳对银河系中心
的向心加速度及转动角速度的近似值分别为2.5×10-11g
和0.006927角秒/年
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说明以太阳中心为原点的坐标系并不是惯性坐标系。

但是，向心加速度和转动角速度的数值都远远小于惯
性导航问题中对这两个参数所要求的精度。因而，可
以把太阳中心为原点的坐标系看作惯性坐标系。

由于所研究的载体是在地球附近运动，因而提出一个问
题：是否能在地球上建立一个惯性坐标系？经计算得
知，这个坐标系可以建立。
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地心惯性坐标系
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太阳与地球质量之比为3.34×105，r1=1.5×108km，若取
r2=1.5×103km，则式(yellow)中第一项与第二项之比为
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因此，近似地得到

23
2

2e rm
r
rmk &&≈−

由此可见，牛顿第二运动定律在研究地球附近
的载体运动时，仍然是适用的。因此，可以得
出结论，上面定义的坐标系可以足够精确地看
作惯性坐标系。
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地心惯性坐标系、地球坐标系和地理坐标系之间的关系
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时间

描述物体运动，除了空间的概念外，还要引入
时间的概念。上面已说明了如何利用参考系或坐
标系，来度量物体在空间的位置。现在，不仅需
要知道物体的位置，而且需要知道它的速度，这
就必须确定它在一定的时间间隔里所发生的位置
变化。在惯性空间中，需要确定在某一时刻载体
所占据的位置，显然离不开时间的精确计量。

时间和空间是物质存在的基本形式。

时间，表示物质运动的连续性，空间，表示物质运动的广延性。

Chronometer []
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太阳日和恒星日

要观察地球的自转运动，必须以地球以外的别的星
体作为参考系才有可能。例如，可以把太阳或恒星
取作这样的参考系，来观察地球的自转运动。这就
产生了太阳日和恒星日两个计时系统。

把相当于恒星测得的地球自转运动的周期作
为计时单位，这就是恒星日。把一个恒星日
分成24等分，就是恒星时。
利用太阳的视运动来计量时间，这就是另一
个计时单位——太阳日。
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太阳日和恒星日

地球除自转外，还围绕太阳作公转。作为太阳在地
球上的视运动，除周日视运动外，还有周年视运
动。地球相对于太阳自转一周的时间叫做真太阳
日。由于地球围绕太阳运动的轨道为椭圆，使真太
阳日变得不均匀，最长的和最短的相差51秒。这样
一来，按照真太阳日制造计时仪表困难极大，使用
起来也不方便。于是，天文学家假想了一个太阳，
其在轨道上的视运动的运行速度等于真太阳日的平
均速度。这样，这个假想的太阳的运行速度便是均
匀的了。这个假想的太阳称为平太阳。地球相对于
平太阳自转一周的时间，叫做平太阳日，一个平太
阳日又可分为24个平太阳时。这就是科学技术和日
常生活中采用的计时单位——平太阳时单位。
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天文学上的测量表明，地球围绕太阳公转一周需要365.2422
个平太阳日；而在相同时间内，相当于恒星转一周需要
366.2422个恒星日。可见，恒星时要比平太阳时短一些。地球
在一个恒星日内准确转动360°，所以，其自转角速度为

ωies=15°/恒星时

而在一个平太阳日内地球转动的角度要比360°大一
些。当用平太阳日表示地球自转角速度时

ωie=15.0410694°/平太阳时
在惯性导航中，计时单位是平太阳时，所以，地球自
转角速度取此值。
平太阳时简称平时，以后为了方便就叫时，细分为
分、秒。
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Thank you for your attention!
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思考题

1. 简述各种导航设备的性能特点和适用
场合。

2.为何需要综合导航系统？
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Basic Principles of  
Inertial Navigation 

Systems
程向红

2010年3月12日
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捷联式惯性导航的基本概念

♦ 3.1 A simple of two-dimensional strapdown
inertial navigation system

♦ 3.2 Reference frames
♦ 3.3 Positon, Heading and attitude representation
♦ 3.4 Strapdown system mechanisations
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3.1 A simple of two-dimensional strapdown
inertial navigation system 

惯性导航的基本工作原理是
以牛顿力学定律为基础的。
在载体内部测量载体运动加
速度，经积分运算得载体速
度和位置等导航信息。
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3.1 A simple of two-dimensional strapdown
inertial navigation system 
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惯性导航的基本工作原理是
以牛顿力学定律为基础的。
在载体内部测量载体运动加
速度，经积分运算得载体速
度和位置等导航信息。
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基本原理

实际的惯性导航系统能完成空间的三维导航（航
天、航空）或球面上的二维导航（航海）。

惯性导航系统的组成

加速度计——用来测量载体运动的加速度。
惯导平台——模拟一个导航坐标系，把加速度计的测量
轴稳定在导航坐标系，并用模拟的方法给出载体的姿态
和方位信息。

导航计算机——完成导航计算和平台跟
踪回路中指令角速度信号的计算。

控制显示器——给定初始参数及系统需要的
其他参数，显示各种导航信息。
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3.2 Reference frames

该坐标系的原点仍在地心E，Xe和Ye轴在地球
赤道平面内，Ze轴沿自转轴方向，三根坐标
轴都固定在地球上，即参与地球的自转运
动。E系相对I系的相对运动，就是地球的自
转运动，其角速度为ωie。

地球坐标系EXeYeZe（简称E系）

该坐标系的原点在载体
的质量中心，Xt、Yt和
Zt轴分别从原点出发指
向东、北和天向。

地理坐标系OXtYtZt

E

iX

eX iY

eY

iZ eZ

O

tXtY
tZ
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该坐标系与载体固联，
坐标的原点在载体的质
量中心，Xb指向舰船的
右舷，Yb沿舰船艏艉方
向指向船艏，Zb轴沿甲
板平面向上，XbYbZb构

成右手坐标系。
bX

bY

bZ

O

载体坐标系OXbYbZb（简称B系）
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地球几何形状与重力场
The Shape of the Earth

地球形状的描述
由于地球绕其极轴转动，所以赤道各处的地球半径较极轴方
向的半径长，地球类似一个旋转椭球体。

海洋中各处的海平面与该处
重力矢量相垂直，若设想地
球被海洋全部包围，则各处
海平面所形成的地球形状称
为大地水准体，它在各处的
局部表面称为大地水准面。

近似的旋转椭球体

不能用数学模型来表达

Polar
axis

Local
meridian
plane

Reference
ellipsoid

Surface
of the Earth

R

r
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Reference ellipsoid

在测量各处大地水准面的基
础上，采用差异的平方和最
小的准则，可以将大地水准
体用一个有确定参数的旋转
椭球体来逼近代替

参考旋转椭球体

Reference ellipsoid 

Polar
axis

Local
meridian
plane

Reference
ellipsoid

Surface
of the Earth
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Geocentric and Geodetic Latitude 

地心垂线和地心纬度

O
A   B

0P
P′

cL

tL

gL

R

r参考椭球上P0点到地球中心的连线P0O
称为地心垂线，P0O与赤道平面的夹角
Lc为地心纬度。

地理（测地）垂线
地理（测地）纬度

天文垂线和天文纬度

参考椭球上P0点的法线P0 A称为地理垂线，
P0 A与赤道平面的夹角Lt为地理纬度。地理

纬度为大地测量工作中所需测量的参数。 L =Lt

参考椭球上P0点法线方向对应的大地水准面P′点
的重力方向称为天文垂线。天文垂线与赤道平面
的夹角在子午面内的分量可用天文测量的方法测
定，故称为天文纬度Lg。Lg与Lt的差别很小。
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Meridian radius of curvature 
Transverse radius of curvature

参考椭球子午圈上各点的曲率半径Rn和

卯酉圈（它所在平面与子午面垂直）上
各点的曲率半径Re。

N

S

E
0P

)sin321( 2 LffRRn +−≈

)sin1( 2 LfRRe +≈

子午圈与卯酉圈

参考椭球主曲率半径

参考椭球的赤道平面是圆平面，所以参考
椭球可用赤道平面半径（长半径R）和极
轴半径（短半径r）来描述，或用长半径R
和椭圆度（扁率f）来描述。

R
rRf −

=the flattening of the ellipsoid
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重力场
The Earth’s Gravitational Field 

地球周围空间的物体都受到地球重力的作用，地球重力在地
球周围形成重力场。地球表面P点的重力g（确切地讲是重力
加速度）是引力G（确切地讲是引力加速度）和负方向的地
球转动向心加速度（即单位质量的离心惯性力）

ωie

−ωie ×(ωie × R)

gG
g=G − ωie × (ωie × R )

22-623
0 s/m)2sin105.9-sin103024.51(780318.9 LLg ××+= −

PR



2010-03-12 13

3.3 Positon, Heading and attitude representation

——在捷联式惯导中，载
体地理位置（λ，L）就

是地理坐标系相对地球坐
标系的方位。可用位置矩
阵表示。

位置矩阵

ex
ey

λ
L

nx

ny nz
ez

o

1nx

1ny

1nz

地球坐标系与地理坐标系间的方位关系
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位置矩阵
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航向角与姿态角

当船体绕U轴转动时，舰船Yb在水平
面上的投影与地理子午线N之间的夹
角称作舰船的航向角H，当舰船绕横
向水平轴转动时，舰船艏艉线轴与
纵向水平轴之间的夹角，称作舰船
的纵摇角P，舰船艏艉线对称平面
（YbZb组成的平面）与艏艉线铅垂平
面（YbU组成的平面）之间的夹角，
称为横摇角R，实际上就是舰船绕纵
轴的转角。

船体的姿态和航向实际上就是船体坐标系
OXbYbZb与地理坐标系ENU之间的方位关系。

bX

bY
bZ

O

N

E

U
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姿态矩阵

E
'
bX

O

U

N

H&

'
bZ

'
bY

bX
''

bX

''
bY

''
bZ

bY

bZ

P&

R&

H

P

R

'
bXE

N

'
bYHNcos

HNsin
HEsin

HEcos
H

bbb
R

bbb
P

bbb
H

bbb ZYOXZYOXZYOXZYOX →→→ '''''''''
000

OENU 0bOZ '
bOX ''

bOY









=
+−=
+=

UZ
HNHEY
HNHEX

b

b

b

'

'

'

cossin
sincos

)( '
bOZOU绕



2010-03-12 19









=
+−=
+=

UZ
HNHEY
HNHEX

b

b

b

'

'

'

cossin
sincos
































−=

















U
N
E

HH
HH

Z
Y
X

HC

b

b

b

444 3444 21
100
0cossin
0sincos

'

'

'

绕
'
bZ

P

'
bY

PYb sin'

''
bY

''
bZ

PYb cos'

PZb sin'

PZb cos'









+−=
+=

=

PZPYZ
PZPYY

XX

bbb

bbb

bb

cossin
sincos
''''

''''

'''

































−
=

















'

'

'

''

''

''

cossin0
sincos0

001

b

b

b

C

b

b

b

Z
Y
X

PP
PP

Z
Y
X

P

444 3444 21

)( '''
bb OXOX



2010-03-12 20

绕 )('' bb OYOY









+=
=

−=

RZRXZ
YY

RZRXX

bbb

bb

bbb

cossin

sincos

''''

''

''''































 −
=

















''

''

''

cos0sin
010

sin0cos

b

b

b

C

b

b

b

Z
Y
X

RR

RR

Z
Y
X

R

444 3444 21

R

''
bX

''
bZ

RZb sin''

RZb cos''

bZ

RXb cos''

RXb sin''

bX

HPR
b
n CCCC =

















−+
−

−+−
=

RPHRPHRHRPHR
PHPHP

RPHRPHRHRPHR

coscoscoscossinsinsinsincossincossin
sincoscossincos

sincoscossinsinsincossinsinsincoscos

































−
=

















'

'

'

''

''

''

cossin0
sincos0

001

b

b

b

C

b

b

b

Z
Y
X

PP
PP

Z
Y
X

P

444 3444 21



2010-03-12 21

姿态角提取
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捷联式惯导与平台式惯导的区别

平台式惯导系统原理结构图
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空间稳定惯导系统

空间稳定惯导系统——导航坐标系采用惯性坐标
系，即惯导平台稳定在惯性空间。这种惯导平台只
有稳定回路，不需要跟踪回路。
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地理坐标系稳定系统

地 理 坐 标 系
 稳 定 平 台

加 速 度 计 组 导航计算机

V
L
λ

初始条件

FS
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捷联惯性导航系统

加速度

计组件

陀螺仪

组件

仪
表
电
子
设

备

姿态矩阵

姿态矩阵计算

姿态角计算

数学平台

导

航
计
算

机

显
示

器

温控系统

载体
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捷联惯性导航系统

加 速 度 计 组
导航计算机

EV

L
λ

初始条件

b
FS

陀 螺 仪 组

b
ibω

姿态矩阵计算

NV
n
bC

n
FS
b
inω

tH
P

R
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3.4 Strapdown system mechanisations

它体现了从加速度计的输出到计算出即时速度和位置的
整个过程。作为舰船运动，一般具有三个角运动及两个线
运动自由度，欲想在这样的运动条件下达到舰船导航的目
的，首先应通过惯性敏感器——陀螺仪在舰船上建立一个
基准坐标系。对于平台式的惯性导航系统，这个基准坐标
系是通过常平架的平台来实现的；而对于捷联式惯性导航
系统是通过计算机内的软件来实现的。然后由测得已知方
位的加速度分量通过计算机实现积分技术，计算出舰船的
瞬时速度和位置。

机械编排mechanisation

捷联式惯性导航系统的机械实体布局、采用的
坐标系及解析计算方法的总和称为机械编排。
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Inertial frame mechanisation

模拟不同坐标系的带有常平架的稳定平台在捷联系统
中则可以利用计算机内不同编排的软件程序来实现。

根据捷联系统中的解析平台选取方法不同可以分为：

惯性坐标系的捷联式惯性导航系统

相应于空间稳定的平台式惯性导航系统，导航加速度计
被稳定在惯性坐标系轴向，测量的比力经引力补偿后，
进行两次积分可得到载体在惯性坐标系内的位置，然后
将该位置矢量转换成需要的导航信息。

Wander azimuth navigation frame mechanisation
游动方位坐标系的捷联式惯性导航系统

游动方位坐标系仍然是一种地平坐标系，该坐标系绕垂直
轴只跟踪地球的转动，即ωiesinL相对惯性空间转动，而
不跟踪由于载体相对运动形成的绕垂直轴的转动，因此，
随着载体的运动，游动坐标系在方位上相对地球是游动的。
游动角用α表示。
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地理坐标系的捷联式惯性导航系统

Local geographic navigation frame mechanisation

自由方位坐标系的捷联式惯性导航系统

在地球附近或表面的载体上，多数采用地平坐标系作为导航
坐标系，这样可以避免引力补偿问题，特别是平台式惯性导
航系统，由于导航平台将陀螺和加速度计稳定在地平坐标系，
便于补偿惯性仪表与g有关的误差。在地平坐标系中最典型的
是地理坐标系，所以加速度计测量的就是沿地理坐标系轴向
的比力，可以直接利用这个信息进行导航计算。与这种平台
式相对应的捷联式惯性导航系统。
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地理坐标系的捷联式惯性导航系统

载体相对地球运动，地球又相对惯性空间运动，因此，对地球
而言，载体的惯性加速度包含了相对加速度和哥氏加速度等。要
求载体相对地球的运动，就要建立这些加速度之间的关系式。
设载体在地心惯性坐标系中的位置矢量为R，则利用矢量的相

对导数和绝对导数的关系，载体位置矢量R 在地心惯性坐标系中
的导数可表示为

比力方程

i e ie
dR dR R
dt dt

ω= + ×

牵连运动绝对运动

相对运动

载体相对地球的速度

ωie地球自转角速度
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epv

代表载体相对地球的运动速度

i e ie
dR dR R
dt dt

ω= + × i ep ie
dR v R
dt

ω= + ×

两边在惯性系中求导，得

( )
2

2
ep

i i ie i

dvd R d R
dt dt dt

ω= + ×

0ie
i

d
dt
ω

=

2

2
ep

i i ie i

dvd R dR
dt dt dt

ω= + ×

各分量是沿平台坐标系（理论上是沿导航坐标
系）的，故以导航坐标系作为动坐标系，则

ep ep
i p ip ep

dv dv
v

dt dt
ω= + ×

( ) ( )
2

2 2ep
i p ie ep ep ie ie

dvd R v R
dt dt

ω ω ω ω= + + × + × ×

ep
p ep

dv
v

dt
= &

( ) ( )
2

2 2i ep ie ep ep ie ie
d R v v R
dt

ω ω ω ω= + + × + × ×&
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R f G= +&&

( ) ( )
2

2 2i ep ie ep ep ie ie
d R v v R
dt

ω ω ω ω= + + × + × ×&

( ) ( )2ep ie ep ep ie ief G v v Rω ω ω ω+ = + + × + × ×&

( )ie ieg G Rω ω= − × ×

( )2b b b b b b
ep ie ep epf v v gω ω= + + × −&

地球的重力是地球引力和地球自转产生的离心力的矢量和，即

bn
b ff Cn =

( )2n n n n n n
en ie en enf v v gω ω= + + × −&

( )2n n n n n n
en ie en env f v gω ω= − + × +&
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速度计算

( )2n n n n n n
en ie en env f v gω ω= − + × +&
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位置计算
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进动性定轴性

二自由度陀螺
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Thank you for your 
attention!
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思考题

♦ 1.推导姿态矩阵 b
nC
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第五章 三轴陀螺稳定平台

程向红

2010.05.21 
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第五章 三轴陀螺稳定平台

l 5.1三轴平台简介
l 5.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰
正割分解器

l 5.3三轴平台工作原理分析
l 5.4三轴平台的方位锁定原理
l 5.5三轴平台的动力学方程和系统的传递函数阵
l 5.6 采用积分陀螺时三轴平台系统的输出耦合分析
l 5.7 三轴平台误差分析

2010.05.21  
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5.1三轴平台简介

捷联式惯
导系统

为何需要在运载体内部建立起导航坐标系？

建立导航坐标系有哪些途径？

如平台驱动信号的合理分配，基座角运动的耦合和隔离，陀螺
输出轴的交叉耦合，三轴平台系统的交叉耦合等。

三轴平台在工作过程中出现了哪些特殊问题？

平台的两种工作状态？ 几何稳定和空间积分

数学平台

平台式惯
导系统

在用三个
环架支承
起来的平
台台体上

物理平台

陀螺和加
速度计

直接固联在
运载体上

导航坐标系 敏感轴
始终与要求
的导航坐标
系重合

始终与载体
一起变化指
向不定

2010.05.21  
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5.1三轴平台简介

陀螺的输出

r为横滚环

f为俯仰环

a为方位环
Mr

Mf

Ma

力矩马达

组成

方位坐标分解器

俯仰正割分解器

Gx、Gy、Gz为单自由度陀螺仪，敏感轴相互
正交，它们的指向构成了平台坐标系xayaza

Azimuth Coordinate Resolution 
Secant  Resolution  

GxGy Gz

ACR

信息分配和放大

控制相应环架的角运动

Mr、Mf和Ma

其中控制横滚通道的
信号还需经SR作俯仰
角补偿处理。在各环
架轴安装有角度传感
器，如自整角机发送
器或线性旋转变压
器，从方位环、俯仰
环和横滚环上拾取的
环架角分别为飞机的
航向角、俯仰角和横
滚角。

2010.05.21  
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5.1三轴平台简介

r为横滚环

f为俯仰环

a为方位环
Mr

Mf

Ma

力矩马达

方位坐标分解器

俯仰正割分解器平台环架系统和基座
之间装有减震器。

用于飞机的三轴平
台系统方位环轴和
横滚环轴的转动角
度范围通常是无限
制的，绕俯仰环轴
的转动角度范围根
据需要而定。

为了减小载体(飞机)振动
对平台伺服系统和惯性
仪表的影响.

凡是要求转动角度超过360°的环架轴，输
电装置都要采用电刷-滑环组件，对转动角
小于180°的环架轴，通常采用软导线或其
他形式的输电装置。

2010.05.21  
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5.1三轴平台简介

r为横滚环

f为俯仰环

a为方位环

Mr

Mf

Ma

力矩马达

方位坐标分解器

(1)基座坐标系b:与机体固联，xb、
yb、zb分别指向飞机的右、前、上。

(2)横滚环坐标系r :与横滚环固
联,yr轴沿横滚环轴，与yb轴指
向相同，r系相对b系只能绕yb
轴旋转，产生横滚环角θr。

(3)俯仰环坐标系f: 与
俯仰环固联，xf轴沿
俯仰环轴，与xr轴指
向相同，f系相对r系
只能绕xr轴旋转，产

生俯仰环角θf。

(4)方位环坐标系a:与方位环固联，za轴沿方位环轴，与 zf轴指
向相同，a系相对f系只能绕zf轴旋转，产生方位环角θa。

(5)环架坐标系A: xA,yA,zA轴分别为xf、yr、za轴，即为相应轴上的力矩马达产生力矩的
方向，所以也称为力矩马达坐标系。一般情况下该坐标系不是正交坐标系，只有当
θr=0、θf=0、θa=0（即环架处于中立位置）时，才为正交坐标系。

2010.05.21  
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5.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰
正割分解器

5.2.1 角速度耦合关系分析
1. 横滚环r的角速度
2. 俯仰环f的角速度
3.方位环a的角速度
5.2.2 环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯
仰正割分解器
1.环架驱动信号不作分配存在的问题
2.环架驱动信号的合理分配分析

外环

中环

内环

2010.05.21  
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5.2.1角速度耦合关系分析

xr

zr
zb

θr

θr

xb

yr

yf

zr
zf

θf

θf

假设基座角速度为ωb
ib=[ωb

ibxω
b

ibyω
b

ibz]T，各环架受力矩马达驱
动后所具有的驱动角速度为

rθ& fθ& aθ& ，瞬时环架角为θr、θf、θa

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos

r r
r
b

r r

C
θ θ

θ θ

− 
 =  
  

r r b r
ir b ib brCω ω ω= +

cos 0 sin
0 1 0

sin 0 cos

r b
irx r r ibx
r b
iry iby

b
r rz bzir i

r

ω θ θ ω

ω
ω ω

θ θ ω

   − 
    =    
        

1. 横滚环r的角速度

0

0
rθ

 
 +  
  

&

2. 俯仰环f的角速度
1 0 0
0 cos sin
0 sin cos

f
r f f

f f

C θ θ
θ θ

 
 =  
 − 

f f r f
if r ir rfCω ω ω= +

1 0 0
0 cos sin 0
0 sin cos 0

f r
ifx irx f

r
f f iry

f r
ifz f f irz

f
ify

ω ω θ
θ θ ω

ω θ θ ω
ω

     
     = +      
     −      

&

sin c
cos sin

os

r r
iry f irz

r
irx f

r r
ir

f

y f irz f

ω θ
ω θ

ω θ ω θ
ω θ

+

−

 
 = 

 + 

+ 

&

分析各环架具有的角速度 !

cos si

sin co

n

s

b b
ibx r ibz r

b b
ibx r

b

z

r

ib

iby

rω θ ω θ

ω θ ω θ
ω θ

 −
 = +
  +


&

r系相对b系只能绕yb轴旋转，产生横滚环角θr

f系相对r系只能绕xr轴旋转，产生俯仰环角θf。

2010.05.21  
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5.2.1角速度耦合关系分析
3.方位环a的角速度

xa
xf

θa

yf

ya

θa

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

a a
a
f a aC

θ θ
θ θ

 
 = − 
  

a a f a
ia f if faCω ω ω= +

cos sin 0 0
sin cos 0 0

0 0 1

a f
iax a a ifx
a f
iay a a ify
a f
iaz ifz a

ω θ θ ω
ω θ θ ω
ω ω θ

      
      = − +      
            

&

cos sin
sin cos

f f
ifx a ify a

f f
ifx a ify a

f
ifz a

ω θ ω θ
ω θ ω θ

ω θ

 +
 = − + 
 + 

&

上式改写成用沿三个环架轴xf、yr、za的角速度来表示的形式，即用
ω f

ifx、 ω r
iry、 ω a

iaz来表示之。

cos sinf r r
ify iry f irz fω ω θ ω θ= + sin cosr b b

irz ibx r ibz rω ω θ ω θ= +

sinc coos sin sinsb b
ibx

r
iry f f

f
ify r r fibzω θω θ θθω ωθ= + +

f
ifx

f
ifz

f
ify

ω

ω
ω

 
  = 
   sin co

n
s

cos si

r
irx f

r r

r r
iry f irz f

iry f irz f

ω θ

ω
θ
θ ω θ

ω ω θ
+ 

 

− +

+ 
  

&

r
ir

r
i

z

rx
r
iry

ω

ω
ω

 
 
 
  

cos si

sin co

n

s

b b
ibx r ibz r

b b
ibx r

b

z

r

ib

iby

rω θ ω θ

ω θ ω θ
ω θ

 −
 = +
  +


&
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5.2.1角速度耦合关系分析
cos sin sin cos sinf r b b

ify iry f ibx r f ibz r fω ω θ ω θ θ ω θ θ+ +=

cos sin
sin c

co
s os
s

co

a f
ia

r
iryx ifx a a

a f
iay ifx a a
a a
iaz ia

f
r
iry f

z

ω ω θ θ
ω ω θ θ
ω ω

ω θ
ω θ

   +
   = − +   
      

sin sin cos sin
sin si

sin sin
cos cosn cos si

0
n

b b
ibx r f ibz r f
b b
ibx

a a

a ar f ibz r f

ω θ θ ω θ θ
ω θ θ θω θ θ

θ θ
θ

 +
 + + 
  

cos cos sin 0
sin cos cos 0

0 0 1

a f a

a f a

θ θ θ
θ θ θ

 
 = − 
  
sin sin sin 0 cos sin sin
sin sin cos 0 cos sin cos

0 0 0

r f a r f a

r f a r f a

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

 
 +  
  

a
iax
a
iay
a
iaz

ω
ω
ω

 
  = 
  

cos sin
sin cos

f
ifx a a

f
if

f
ify

x a a
a
iaz

f
ifyω

ω θ θ
ω θ θ

ω

ω +
 − + 
  

ω f
ifx、 ω r

iry、 ω a
iaz

T1

T3

b
ibx
b
iby
b
ibz

ω
ω
ω

 
 
 
  

f
ifx
r
iry
a
iaz

ω
ω
ω

 
 
 
  

环架角速度

基座角速度
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5.2.1角速度耦合关系分析

cos cos sin 0
sin cos cos 0

0 0 1

f
a f a ifx

r
a f a iry

a
iaz

θ θ θ ω
θ θ θ ω

ω

  
  = −   
     

sin sin sin 0 cos sin sin
sin sin cos 0 cos sin cos

0 0 0

b
r f a r f a ibx

b
r f a r f a iby

b
ibz

θ θ θ θ θ θ ω
θ θ θ θ θ θ ω

ω

  
  +   
     

a
iax
a
iay
a
iaz

ω
ω
ω

 
 
 
  

ω f
ifx、 ωr

iry、ω a
iaz

T1

T3

f
ifx

A r
iA iry

a
iaz

ω
ω ω

ω

 
 =  
  

1 3
a A b
ia iA ibT Tω ω ω= +

1

cos cos sin 0
sin cos cos 0

0 0 1

a f a

a f aT
θ θ θ
θ θ θ

 
 = − 
  

3

sin sin sin 0 cos sin sin
sin sin cos 0 cos sin cos

0 0 0

r f a r f a

r f a r f aT
θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

 
 =  
  

T1称为环架系统几何

关系阵，平台系统通
过该矩阵将环架角速
度传递给台体，T3称

为基座角运动的几何
约束耦合阵，平台系
统通过该阵将基座角
速度传递给台体。

返回5.2.2.2  
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5.2.1角速度耦合关系分析

T4 T5

f
ifx

A r
iA iry

a
iaz

ω
ω ω

ω
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f
ifx

f
if

f
fy
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ω
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   sin c

cos sin
os

r r
iry f ifz

r
irx f

r r
ir

f

y f irz f

ω θ
ω θ

ω θ ω θ
ω θ

+

−

 
 = 

 + 

+ 

&

俯仰环f的角速度 横滚环r的角速度

r
ir

r
i

z

rx
r
iry

ω

ω
ω

 
 
 
  

cos si

sin co

n

s

b b
ibx r ibz r

b b
ibx r

b

z

r

ib

iby

rω θ ω θ

ω θ ω θ
ω θ

 −
 = +
  +


&

cos sinf r b b
ifx f irx f ibx r ibz rω θ ω θ ω θ ω θ= + = + −& &

r
iry

b
r ibyθ ωω += &

方位环a的角速度

sin cosa f
iaz a ifz

r r
ia ry f irz fω θ ωω θθ ω θ= + = − +& &

sin cos cosin cs sin sob b
ibxa ff f r ibzb r fi r

b
y ωω θθ θ θθ θ θθ ω= − − + +& &

cos cos

sin sin sin cos cos cos

A f b b
iAx ifx f ibx r ibz r
A r b
iAy iry r iby
A a b b b
iAz iaz a iby f r f ibx r f ibz r f

ω ω θ ω θ ω θ
ω ω θ ω
ω ω θ ω θ θ θ ω θ θ ω θ θ

     + −
    = = +    
     − − + +     

&

&

& &

0 0 0 cos 0 sin
0 0 0 0 1 0
0 sin 0 sin cos sin cos cos

b
f f r r ibx

b
r r iby

b
a f a r f f r f ibz

θ θ θ θ ω
θ θ ω
θ θ θ θ θ θ θ θ ω

        −
        = + +        
        − −        

& &

& &

& &

Aθ& 4 5
A b
iA A A ibT Tω θ θ ω= + +& &

5.3.1.2

环架角变化率表示形式！

2010.05.21  



13

1 3
a A b
ia iA ibT Tω ω ω= +

4 5
A b

iA A A ibT Tω θ θ ω= + +& &

( ) ( )1 1 4 1 5 3
a b
ia A ibT TT TT Tω θ ω= + + +&

5.2.1角速度耦合关系分析

平台台体的角速度由电机的驱动角速度和基座角速度组成，如
果适当控制电机的驱动，就能对消基座的角运动。

其中T4是 Aθ& 的摩擦约束（或直接带动）耦合阵，

T5为ω
b
ib的摩擦约束（或直接带动）耦合阵。

返回5.3.1.2 

平台台体的
角速度

电机的驱
动角速度

基座角
速度

2010.05.21  
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5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰
正割分解器

1.环架驱动信号不作分配存在的问题

陀螺Gy的输出信号用来控制横滚环，陀螺Gx的输出信号用
来控制俯仰环，沿横滚环轴的负向作用有干扰力矩Mdy。

北

东

Mdy

三轴平台的水平伺服回路示意图

2010.05.21  
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5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰
正割分解器

1.环架驱动信号不作分配存在的问题
陀螺Gy的输出信号用来控制横滚环，陀螺Gx的输出信号用
来控制俯仰环，沿横滚环轴的负向作用有干扰力矩Mdy。

假设飞机朝北飞行，环架处于中立位置。

Ix

Gy

Gx

Mdy而此时，陀螺Gx的输入轴Ix与横滚环的旋转

方向正交，所以俯仰伺服回路并不工作。

结论：在图示位置（向北飞行）时，横滚和俯仰伺服回路能正常工作。

北

俯仰环和方位环被带着一起旋转，陀螺
Gy感测此转动，信号器输出与旋转角速

度成正比的电压信号，经放大后加至横
滚力矩电机，电机产生与Mdy大小相

等，方向相反的卸荷力矩，抵消干扰力
矩。

干扰力矩Mdy

横滚环绕yr轴的负方向旋转

几何约束

横滚力矩电机

2010.05.21  
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5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰
正割分解器
1.环架驱动信号不作分配存在的问题
假设飞机由朝北飞行经右盘旋后改向
朝东飞行，环架仍然处于中立位置。

横滚环在Mdy的作用下绕yr的负方向旋转，
旋转角速度被陀螺Gx感测，输出信号经放
大后馈入俯仰力矩电机，在轴xf上产生相应
力矩Mdx。

而此时陀螺Gy的输入轴Iy与yr轴正交，感测不到横

滚环的旋转，输出为零，横滚伺服回路不工作，
干扰力矩Mdy仍然存在。

结论：图示位置伺服回路不能正常工作。事实上，除正北中立位
置外，所有位置都不能正常工作。

Mdy

Mdx

东
Gy

Gx

Iy

此时，Mdy非但没被抵消，还产生了另外一个干扰力矩Mdx。

几何约束

横滚环和俯仰环均被顺时针带动转过
90°，而方位环沿za轴有伺服回路，方
位伺服回路隔离了这一转动而保持原
来方位，陀螺Gy和Gx的输入轴方向仍

保持原来方向。

2010.05.21  
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5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰
正割分解器

2.环架驱动信号的合理分配分析

kGi=kωikgku,i=x,y,z
kω i为指令角速度至指令电流的转换系数， g

Hk
D

=

设平台的输出角速度为ωiax
a、ωiay

a、ωiaz
a，则从指令角速度到平台输出角速

度的信号处理流程如下。

为陀螺的传递函数，

ku为信号器转角至电压的转换系数。

信号分配
矩阵

环架几何
关系矩阵

俯仰放大器
力矩电机
俯仰环组件

横滚放大器
力矩电机
横滚环组件

方位放大器
力矩电机
方位环组件

cmdxω

cmdyω

cmdzω

GxK

GyK

GzK

a
gxu

a
gyu

a
gzu 2T

A
gxu

A
gyu

A
gzu

rW

aW

f
ifxω

r
iryω

z
iazω 1T

a
iaxω

a
iayω

a
iazω

fW

假设平台的指令角速度为ωcmdx、ωcmdy、ωcmdz，将它们折算成指令电
流加至陀螺Gx、Gy、Gz的力矩器中，忽略陀螺的瞬态响应，并记

要求获得驱动环架的合适驱动信号，确定合适的
T2， T2矩阵实现对陀螺输出信号作合理分配。

确定合适的T2 

下面确定合适的T2
2010.05.21  
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5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解
器和俯仰正割分解器

2.环架驱动信号的合理分配分析

0 0
0 0
0 0

a
gx Gx cmdx
a
gy Gy cmdy
a
gz Gz cmdz

u K
u K
u K

ω
ω
ω

     
     =     
         

2

A a
gx gx
A a
gy gy
A a
gz gz

u u
u T u
u u

   
   =   
      

0 0
0 0
0 0

f A
ifx f gx
r A
iry r gy
a A
iaz a gz

W u
W u

W u

ω
ω
ω

    
    =    
        

1

a f
iax ifx
a r
iay iry
a a
iaz iaz

T
ω ω
ω ω
ω ω

   
   =   
      

信号分配
矩阵

环架几何
关系矩阵

俯仰放大器
力矩电机
俯仰环组件

横滚放大器
力矩电机
横滚环组件

方位放大器
力矩电机
方位环组件

cmdxω

cmdyω

cmdzω

GxK

GyK

GzK

a
gxu

a
gyu

a
gzu 2T

A
gxu

A
gyu

A
gzu

rW

aW

f
ifxω

r
iryω

z
iazω 1T

a
iaxω

a
iayω

a
iazω

fW

a：方位环坐标系

A：环架坐标系

确定合适的T2 

=平台坐标系

2010.05.21  
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5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰正割分解器
2.环架驱动信号的合理分配分析

0 0
0 0
0 0

a
gx Gx cmdx
a
gy Gy cmdy
a
gz Gz cmdz

u K
u K
u K

ω
ω
ω

     
     =     
         

2

A a
gx gx
A a
gy gy
A a
gz gz

u u
u T u
u u

   
   =   
      

0 0
0 0
0 0

f A
ifx f gx
r A
iry r gy
a A
iaz a gz

W u
W u

W u

ω
ω
ω

    
    =    
        

1

a f
iax ifx
a r
iay iry
a a
iaz iaz

T
ω ω
ω ω
ω ω

   
   =   
      

KGx= KGy = KGz = KG Wr= Wf = Wa = W  W KG =1 

1 2 1 2

a
iax cmdx

G cmdy

cmdz

a
i

cmdx

cmdyay
a
iaz cmdz

TWI T K I T T
ω
ω
ω

ω
ω

ω
ω
ω ω

     
     = ⋅ = ⋅     
         

T1⋅ T2=I

要使平台准确跟踪指令角速度

1
2 1T T −=

信号分配
矩阵

环架几何
关系矩阵

俯仰放大器
力矩电机
俯仰环组件

横滚放大器
力矩电机
横滚环组件

方位放大器
力矩电机
方位环组件

cmdxω

cmdyω

cmdzω

GxK

GyK

GzK

a
gxu

a
gyu

a
gzu 2T

A
gxu

A
gyu

A
gzu

rW

aW

f
ifxω

r
iryω

z
iazω 1T

a
iaxω

a
iayω

a
iazω

fW

2010.05.21  
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5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰正割分解器
2.环架驱动信号的合理分配分析

T1⋅ T2=I
要使平台准确跟踪指令角速度

1
2 1T T −=

1

2

cos cos sin 0 cos sin 0
sin cos cos 0 sin sec cos sec 0

0 0 1 0 0 1

a f a a a

a f a a f a fT
θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ

− −   
   = − =   
      

T1

2

A a
gx gx
A a
gy gy
A a
gz gz

u u
u T u
u u

   
   =   
      

cos sin
( sin cos )sec

a a
gx a gy a

a a
gx a gy a f

a
gz

u u
u u

u

θ θ
θ θ θ

 −
 = + 
  

sec fθ

A
gxu

A
gyu

a
gxu

a
gyu

a
gzu

cos aθ

sin aθ

cos aθ

sin aθ

−

sec fθ

方位坐标分解器ACR

俯仰正割分解器SR

A
gzu

a àA 

2010.05.21  



21

5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰正割分解器
2.环架驱动信号的合理分配分析
在平台式惯导系统的惯性平台中，采用旋转变压器实现方位坐标分解，旋转
变压器的旋转轴与方位环轴同轴，定子固联在俯仰环上，转子则固联在方位
环上，转子和定子上都绕有两组相互垂直的绕组，转子上的两组绕组作为原
边，分别通入Gx和Gy陀螺的输出（400周的调制信号），定子上的绕组作为
副边，输出即为经正、余弦变换后的400周调制信号。
设由ugx

a和ugy
a在xa轴和ya轴上产生的磁场分别为

a
xφ&和

a
yφ&

方位环存在方位环角θa，则磁场在xf和yf方向上的分量为

cos sinf a a
x x a y aφ φ θ φ θ= −& & &

sin cosf a a
y x a y aφ φ θ φ θ= +& & &

1
a a
x gxk uφ =&

1
a a
y gyk uφ =&

其中

定子在俯仰环

转子在方位环上

θa

xf2010.05.21  
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5.2.2环架驱动信号的合理分配—方位坐标分解器和俯仰正割分解器
2.环架驱动信号的合理分配分析 ( )2 cos sinA f a a

gx x ACR gx a gy aU k k u uφ θ θ= = −&

( )2 sin cosA f a a
gy y ACR gx a gy aU k k u uφ θ θ= = +&

KACR=k1k2为方位坐标分解器的变换系数。

旋转变压器的副边输出为

( )cos sinA a a
gx ACR gx a gy au k u uθ θ= −

( )sin cos secA a a
gy ACR SR gx a gy a fu k k u uθ θ θ= +
A a
gz gzu u=

在实际平台系统中，俯仰正割分解器采用计算电路实现，设电路的传
递系数为kSR，则陀螺输出信号经分配后馈入伺服网络的信号为

2

A a
gx gx
A a
gy gy
A a
gz gz

u u
u T u
u u

   
   =   
      

cos sin
( sin cos )sec

a a
gx a gy a

a a
gx a gy a f

a
gz

u u
u u

u

θ θ
θ θ θ

 −
 = + 
  

xf

Back

2010.05.21  
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5.3三轴平台工作原理分析

l 5.3.1三轴平台的稳定回路工作原理（几何稳定状
态下的工作原理）

l 1.对干扰力矩的卸荷作用
l 2.对基座角运动的隔离原理
l 5.3.2 三轴平台的修正回路工作原理（空间积分状
态下的工作原理）

l 5.4三轴平台的方位锁定原理
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5.3.1三轴平台的稳定回路工作原理-几何稳定状态
1.对干扰力矩的卸荷作用

sina
x aω ω θ=

cosa
y aω ω θ=

假设三轴稳定平台在
横滚轴上作用有干扰力矩Mdy，此时，
横滚环绕yr轴旋转，产生角速度ω。由于
几何约束关系，方位环也具有此角速
度，陀螺Gx和Gy感测到的角速度分别为( )sin

( 1)
g u aa

gx
g

k k s
u

s s
ω θ
τ

=
+

( ) cos
( 1)

g u aa
gy

g

k k s
u

s s
ω θ
τ

=
+

( ) ( cos sin )A a a
gx ACR gx a gy au s k u uθ θ= −

cos
(sin cos cos sin )

( 1)
g u ACR a

a a a a
g

k k k
s s

θ
θ θ θ θ

τ
= −

+

( ) ( sin cos )secA a a
gy ACR SR gx a gy a fu s k k u uθ θ θ= +

( )
sec

( 1)
g u ACR SR

f
g

k k k k s
s s

ω
θ

τ
=

+

经方位坐标分解器和俯仰正割分解器后
馈入俯仰伺服放大器的信号为

陀螺Gx和Gy的输出分别为

馈入横滚伺服放大器的信号为

A
gyu 经横滚伺服回路放大和校正后馈入横滚力
矩电机，产生与干扰力矩Mdy大小相等，方

向相反的卸荷力矩，抵消干扰力矩。

=0

2 2(sin cos )a aθ θ+
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5.3.1三轴平台的稳定回路工作原理-几何稳定状态
2.对基座角运动的隔离原理

1 3
a A b
ia iA ibT Tω ω ω= +

( ) ( )1 1 4 1 5 3
a b
ia A ibT TT TT Tω θ ω= + + +&

sin cosr b b
irz ibx r ibz rω ω θ ω θ= + eq5.2.1 

设基座的角速度为ωib，由前面分析知ωib
通过摩擦耦合和几何约束耦合影响平台的
角速度。摩擦耦合通过摩擦力矩影响平
台，平台对此干扰的隔离本质上是对摩擦
力矩作卸荷，分析方法同上一节。对几何
约束耦合引起的干扰角速度的隔离本质上
是角速度对消。

( ) sin
f

f r
ib irz fyω ω ω θ=

该角速度在俯仰环的yf轴上的分量为
由于几何约束关系，该角速度分
量直接传递到平台台体上

设平台的方位环角为θα，陀螺Gx的敏感轴沿xα轴，Gy的敏感轴沿yα
轴，由横滚环轴力矩电机产生的横滚环轴伺服角速度为 SF

rω

( sin cos )sin
( 1)

r SF
g u irz f r f aa

gx
g

k k
u

s s
ω θ ω θ θ

τ
+

=
+

( sin cos )cos
( 1)

r SF
g u irz f r f aa

gy
g

k k
u

s s
ω θ ω θ θ

τ
+

=
+

则Gx的输出为
Gy的输出为
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5.3.1三轴平台的稳定回路工作原理-几何稳定状态
2.对基座角运动的隔离原理

( cos sin )A a a
gx ACR gx a gy au k u uθ θ= −

( sin cos )
(sin cos cos sin ) 0

( 1)

r SF
ACR g u irz f r f

a a a a
g

k k k
s s

ω θ ω θ
θ θ θ θ

τ
+

= − =
+

经方位坐标分解器和俯仰正割分解器
处理后馈入俯仰伺服
回路的信号为

( sin cos )secA a a
gy ACR SR gx a gy a fu k k u uθ θ θ= +

2 2( sin cos )
(sin cos )sec

( 1)

r SF
ACR SR g u irz f r f

a a f
g

k k k k
s s

ω θ ω θ
θ θ θ

τ
+

= +
+

( tan )
( 1)

r SF
ACR SR g u irz f r

g

k k k k
s s

ω θ ω
τ

+
=

+

馈入横滚伺服回路的信号为

( ) ( ) ( )Amr
mr ar r gy

r

kM s k F s u s
R

= −

( ) [ ( ) tan ( )]
( 1)

r SFmr r
ACR SR g u ar irz f r

r g

k F sk k k k k s s
R s s

ω θ ω
τ

= − +
+

所以横滚环力矩电机产生的伺服力矩为

式中，kar和Fr(s)分别为横滚伺服回路放大倍数和校正网络传递函
数，kmr和Rr分别为横滚力矩电机的力矩系数和电枢回路电阻。
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在该力矩作用下横滚环的伺服角速度为

2

( ) ( )( ) [ ( ) tan ( )]
( 1)

ACR SR g u ar mrSF r SFmr r
r irz f r

r r r g

k k k k k kM s F ss s s
sJ R J s s

ω ω θ ω
τ

= = − +
+

2

( )( )
( 1)

ACR SR g u ar mr r

r r g

k k k k k k F sY s
R J s sτ

=
+

记
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5.3.1三轴平台的稳定回路工作原理-几何稳定状态
2.对基座角运动的隔离原理

eq5.2.1 

2

( ) ( )( ) [ ( ) tan ( )]
( 1)

ACR SR g u ar mrSF r SFmr r
r irz f r

r r r g

k k k k k kM s F ss s s
sJ R J s s

ω ω θ ω
τ

= = − +
+

( ) ( ) tan
( )

1 ( )

r
irz fSF

r
Y s s

s
Y s

ω θ
ω = −

+
r
irzω

0
lim ( ) tanSF SF r

rss r irz f
s

s sω ω ω θ
→

= ⋅ = −

c( o) sins
f

SF r
rss y irz f

SF
rss fω ω θ ω θ−= =

( ) ( )
ff

f
ib

SF
rss

f
fy y yω ω ω ω= +

假设

由图知，该伺服角速度在俯仰环的yf轴上的分量为

Y(s)

为常值，则平台系统达到稳态时

所以，俯仰环绕yf轴的旋转角速度为

( ) sin
f

f r
ib irz fyω ω ω θ=sin sin 0f r r

fy irz f irz fω ω θ ω θ= − =

f
fyω

由几何约束关系，平台台体（方位环）
绕俯仰环yf轴的旋转角速度应与 相等，也为零。

可知，由几何约束引起的基座角速度耦合是依靠伺服回路产生的
伺服角速度对消的。
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5.3.1三轴平台的稳定回路工作原理-几何稳定状态
2.对基座角运动的隔离原理

eq5.2.1 

0
lim ( ) tanSF SF r

rss r irz f
s

s sω ω ω θ
→

= ⋅ = −

( ) sin
f

f r
ib irz fyω ω ω θ=

sin cosr b b
irz ibx r ibz rω ω θ ω θ= +

cos sinr
irz f

SF
r

f
fz ω θω ω θΣ = −

由基座角速度和伺服角速度引起俯仰环沿zf
轴方向的角速度为

SF
rω

r
irzω

(cos tan sin )
cos

r
f r irz
z irz f f f

f

ω
ω ω θ θ θ

θΣ = + =

f
zωΣ由于平台台体仅跟踪指令角速度旋转，所以

引起平台台体方位轴与轴承（轴承固联在俯仰环上）之间
的相对转动而产生摩擦力矩，此摩擦力矩将由方位环稳定
回路产生的卸荷力矩对消掉。

( sin cos )secb b
ibx r ibz r fω θ ω θ θ= +
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5.3.2 三轴平台的修正回路工作原理-空间积分状态
0

0

a
cmd cmdyω ω

 
 =  
  

在伺服回路作用下平台的进动角速度为
ωy。为使分析过程简化，此处只讨论θf =0
和方位环架角为θa的情况，平台采用积分
陀螺作为敏感器件，如图所示。

设平台的指令角速度为

系统工作时，将指令角速度换算成
施矩电流，馈入Gy陀螺的力矩器，电流方向的确

定原则是：当ωcmdy为正时，馈入力矩电流后，应
使Gy陀螺产生负向输出角，即陀螺输出角σc与指令
角速度反号：

( )
( ) ( 1)

gc

cmdy g

ks
s s s

σ
ω τ

= −
+

( )
( ) ( 1)

gi

y g

ks
s s s

σ
ω τ

=
+

由于伺服回路作用，平台产生进动角速度ωy，而该角速度Gy陀螺能感测到。
设对应于ωy的陀螺Gy的输出角为σi，则根据式（2.3.6）p27

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
( 1)

g
c i cmdy y

g

k
s s s s s

s s
σ σ σ ω ω

τ
= + = − −

+

所以Gy陀螺的输出角为
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5.3.2 三轴平台的修正回路工作原理-空间积分状态
( ) [ ( ) ( )]

( 1)
g ua

gy cmdy y
g

k k
u s s s

s s
ω ω

τ
= − −

+
Gy陀螺的信号器输出为

( ) 0a
gxu s =

经方位坐标分解和俯仰正割分解后，输入俯
仰伺服放大器的电压信号为

由于Gx陀螺指令角速度为零，所以

( ) [ ( ) cos ( ) sin ]A a a
gx ACR gx a gy au s k u s u sθ θ= −

[ ( ) ( )]sin
( 1)
g u ACR

cmdy y a
g

k k k
s s

s s
ω ω θ

τ
= −

+

( ) [ ( ) sin ( ) cos ]secA a a
gy ACR SR gx a gy a fu s k k u s u sθ θ θ= +
输入横滚伺服放大器的电压信号为

[ ( ) ( )]cos
( 1)

g u ACR SR
cmdy y a

g

k k k k
s s

s s
ω ω θ

τ
= − −

+

( ) ( ) ( )af mff A
mx f gx

f

k k
M s F s u s

R
= −

( )
[ ( ) ( )]sin

( 1)
g u ACR af mf f

cmdy y a
g f

k k k k k F s
s s

s s R
ω ω θ

τ
= − −

+

上述信号经放大校正后，分别馈入俯仰力矩
电机和横滚力矩电机，俯仰力矩电机产生的
伺服力矩为
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5.3.2 三轴平台的修正回路工作原理-空间积分状态

( ) ( ) ( )r Aar mr
my r gy

r

k kM s F s u s
R

= −

( )
[ ( ) ( )]cos

( 1)
g u ACR SR ar mr r

cmdy y a
g r

k k k k k k F s
s s

s s R
ω ω θ

τ
= −

+

( )( )
f

f mx
ifx

f

M ss
sJ

ω =

2

( )
[ ( ) ( )]sin

( 1)
g u ACR af mf f

cmdy y a
g f f

k k k k k F s
s s

s s R J
ω ω θ

τ
= − −

+

( )
( )

r
myr

iry
r

M s
s

sJ
ω =

横滚力矩电机产生的伺服力矩为

假设基座无角运动，则在上述力矩作用下，
平台绕俯仰环轴xf和横滚环轴yr的角速度为

2

( )
[ ( ) ( )]cos

( 1)
g u ACR SR ar mr r

cmdy y a
g f f

k k k k k k F s
s s

s s R J
ω ω θ

τ
= −

+

f
ifxω r

iryω而ωy是 和 合成的结果，
2 2( ) [ ( )] [ ( )]f r

y ifx irys s sω ω ω= +

1
2 2 2

2

( ) sin ( ) cos[ ( ) ( )]{[ ] [ ] }
( 1)
g u ACR af mf f a SR ar mr r a

cmdy y
g f f r r

k k k k k F s k k k F ss s
s s R J R J

θ θ
ω ω

τ
= − +

+
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5.3.2 三轴平台的修正回路工作原理-空间积分状态
aθ ′

2

2

( )
[ ( ) ( )]sin

( 1)
tan ( )

[ ( ) ( )]cos
( 1)

g u ACR af mf f
cmdy y a

g f f
a

g u ACR SR ar mr r
cmdy y a

g r r

k k k k k F s
s s

s s R J
k k k k k k F s

s s
s s R J

ω ω θ
τ

θ
ω ω θ

τ

−
+

′ =
−

+
( )

tan( )

af mf f

f f
a

SR ar mr r

r r

k k F s
R J

k k k F s
R J

θ=

设ωy与横滚轴间的夹角为 ，则

af mf SR ar mr

f f r r

k k k k k K
R J R J

= =

( ) ( ) ( )f rF s F s F s= =

如果在设计中取

tan tana aθ θ′ = a aθ θ′ =
1

2 2 2
2( ) ( )(sin cos ) [ ( ) ( )]
( 1)
g u ACR

y a a cmdy y
g

k k k
s KF s s s

s s
ω θ θ ω ω

τ
= + −

+

g u ACRK k k k KΣ =
2

( )( ) [ ( ) ( )]
( 1)y cmdy y

g

K F ss s s
s s

ω ω ω
τ
Σ= −

+

2

2

2

( )
( 1) ( )( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( )1

( 1)

g
y cmdy cmdy

g

g

K F s
s s K F ss s sK F s s s K F s

s s

τ
ω ω ω

τ
τ

Σ

Σ

Σ Σ

+
= =

+ ++
+

令
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5.3.2 三轴平台的修正回路工作原理-空间积分状态
aθ ′设ωy与横滚轴间的夹角为 ，则

af mf SR ar mr

f f r r

k k k k k K
R J R J

= =

( ) ( ) ( )f rF s F s F s= =

如果在设计中取

tan tana aθ θ′ = a aθ θ′ =

( ) cmdy
cmdy s

s
ω

ω =

0
lim ( )yss y cmdy

s
s sω ω ω

→
= ⋅ =

对于常值指令角速度，

，平台进动角速度的稳态值为

上述分析说明，只要平台设计中满足式，平台就能准确跟踪指令角速
度。
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5.4三轴平台的方位锁定原理

当三轴平台使用双自由度陀螺仪作为敏
感器件时，需要两个陀螺仪。

而双自由度陀螺仪有两个敏感轴，控制
三轴平台时有一个敏感轴冗余。这个冗
余轴必须控制住使之随平台一起旋转，
即陀螺在该轴上的信号器输出经放大后
馈入控制该轴的力矩器中，使陀螺在该
轴上形成闭环，工作在力反馈状态。

如果该轴与平台的伺服回路未形成闭环
而处于自由状态，由于陀螺的定轴性，
台体旋转但转子轴未转动，则这种相对
转动有可能使陀螺和止档装置发生碰撞
影响正常工作，甚至会损坏陀螺。
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5.4三轴平台的方位锁定原理
右图为双自由度陀螺仪在三轴平台上的哑铃式
配置示意图，其中上陀螺GT的输出角βy用来
控制平台的Y轴，αzT用来控制平台的Z轴；下
陀螺GB的输出角βx用来控制平台的X轴，输出
角αzB冗余。

设平台在指令控制下方位改变∆ψ，若下陀螺
GB的外环轴不作控制，则由于陀螺的定轴性，
HB仍然指向Y(0)，而平台的方位环已转至
Y(t)，下陀螺的外环有可能与固联在方位环上
的限位装置相碰而损坏陀螺。如果HB随Y轴一
起进动，则陀螺外环相对平台方位环的位置保
持不变，就不会发生碰撞。因此必须使下陀螺
的外环轴处于锁定状态，具体做法是：
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5.4三轴平台的方位锁定原理
具体做法是：

下陀螺GB外环轴上的信号器输出经放大后
馈入GB内环轴上的力矩器中，在该锁定力
矩作用下GB的转子绕外环轴进动，进动角

速度与航向角变化率ψ&

从上述分析可看出，锁定实质是使陀螺处于
力反馈工作状态，跟随的角速度越大，加入
力矩器中的锁定电流就越大，但锁定电流受
力矩器的承载能力限制，锁定电流是不能太
大的。诸如飞机、火箭、舰艇等运载体的俯
仰角速度和横滚角速度都比航向变化率大，
所以三轴平台中，被锁定的轴一般应选择方
位轴，即采用方位锁定来解决一个敏感轴的
冗余问题。

选择锁哪根轴？

这样就实现了下陀螺在方位上的锁定。

相同，

锁定角速度小的那根轴！
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l 谢谢！
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l 5.5三轴平台的动力学方程和系统的传递函数
阵

l 5.5.1三轴平台的原理方块图
l 1.陀螺组件的传递函数阵和输出轴耦合阵
l 2.伺服放大器（平台电子网络）的传递函数阵
l 3.力矩电机的传递函数矩阵
l 4.环架系统的传递函数矩阵
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惯性导航系统原理

程向红

2010.05
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第二篇 陀螺稳定平台

具有1)相对惯性空间指向保持不变的能力和2)按照要求
的规律相对惯性空间旋转的能力,因此可利用陀螺来控制
被控对象的角运动.

一是隔离运载体的角运动对被控对象的角运动的影响,例如
船舶上的同步卫星接收天线,当船舶受风浪作用而摇晃时,天
线能始终指向同步卫星;

控制角运动包含2个含义:

二是能使被控对象按指令即要求的规律旋转,指向始终跟踪
变动着的方向,例如监测火箭发射的地面光学跟踪系统,光轴
始终跟踪观察点与火箭的连线,而该连线的指向在不断地变
化着.

陀螺具有定轴性和进动性. 
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陀螺稳定平台

又如天线、炮塔等稳定系统,被控对象体积和重量都十分庞大,
精度要求不必像惯性平台那样高,控制的旋转轴也可能少于三
轴,此类稳定平台习惯上称之为陀螺稳定装置.

以陀螺为敏感元件,能隔离基座的角运动并
能使被控对象按指令旋转的机电控制系统.

如平台式惯导系统中使用的稳定平台，要求精确模拟惯导
系统所采用的导航坐标系,精度要求达到角分级甚至角秒级,
此类平台习惯上称之为惯性平台.   

1）稳定功能,即对外界干扰起对消作用,如基座角运动是一种外界
干扰,在稳定平台与基座的轴承连接处将引起摩擦力矩作用在平台
上,或由于几何约束关系台体被强制带动跟随基座一起旋转,稳定
平台能自动产生卸荷力矩对消摩擦力矩,同时能产生适当的反旋转
对消被基座带动的强制旋转;

2）跟踪功能,即能跟踪指令,按要求的角速度旋转,确保平台的
坐标轴指向要求的方位.

陀螺稳定平台的2个基本功能:

惯性平台

区别：1精度2体积3稳定的轴的数量
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第四章 陀螺稳定平台工作原理

o 4.1 各类稳定平台简介
o 4.1.1 直接式陀螺稳定平台
o 4.1.2 间接式陀螺稳定平台
o 4.1.3 动力式陀螺稳定平台
o 4.1.4指示式陀螺稳定平台
o 4.1.5 用速率陀螺仪构成的稳定平台
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4.1 各类稳定平台简介

卸荷力矩由两类不同的力矩组成:

陀螺稳定平台的稳定作用之一是平台能自动产生卸荷力矩对消干扰力矩.

按两类力矩在卸荷力矩中所起作用的不同,对陀螺稳定平台分类:

(1)直接式陀螺稳定平台.
(2)间接式陀螺稳定平台.
(3)动力式陀螺稳定平台.
(4)指示式陀螺稳定平台.
(5)指示-动力式陀螺稳定平台.

1）由固联在台体上的陀螺产生的陀螺力矩; 
2）由平台的伺服回路产生的伺服力矩.

下面实例分析
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直接式陀螺稳定平台

(1)干扰力矩全部由陀螺力矩对消的稳定平台.

( )bx x

by

bz

xω

yω

zω
β&

H

y

z
β

β

yb

xb

zb

Right

ForwardUp

车体坐标系与车厢固联,简记b

xyz为陀螺框架坐标系,简记为G,相对车体坐标系绕xb有偏角β. 

单轨列车设计方案

设车厢的旋转角速度沿xb, yb, zb的分量分别为ωx,
ωy, ωz转子自转产生的角动量为H,框架组件(包括
转子和框架)的惯性张量为[I]=diag[Ix Iy Iz]。
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该陀螺稳定系统,倾倒力矩的对消过程为:

β& gM H β= × &

在倾倒力矩Mdy (假设沿列车向前,即图中穿入纸面方向)作用下,

向左,即xb负方向, 

Mg方向沿列车后向,即图中穿出纸
面方向,因此陀螺力矩对倾倒力矩直
接起到了对消作用.

yb

xb

zb

Right

Forward

Up Mdy

Mdy

β&

β&
此进动角速度引起陀螺力矩

gM H β= × &

Mg

陀螺发生进动,引起的进度角速度

dyM Hβ= ×&
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以框架组件为分析对象,框架组件的总动量矩为

( )bx x

by

bz

xω

yω

zω
β&

H

y

z
β

β

[ ]( )b b b b
iG b bGH H I ω ω= + +

0 0 0
sin 0 0
cos 0 0

x x

y y

z z

I
H I
H I

ω β
β ω
β ω

 −   
    = +     
         

&

( )
sin
cos

x x

y y

z z

I
H I
H I

ω β
β ω
β ω

 −
 = + 
 + 

&

根据动量矩定理,并应用哥氏定理,得
b

b b bG
ib G

b

dH H M
dt

ω+ × =

( ) 0 ( )
cos 0 sin
sin 0 cos

b
x x z y x x x

y y z x y y dy
b

z z y x z z z

I I M
H I H I M
H I H I M

ω β ω ω ω β
β β ω ω ω β ω
β β ω ω ω β ω

      − − −
      + + − + =      
      − + − +      

&& &&

& &

& &

Hcosβ

Hsinβ
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( ) ( sin ) ( cos ) b
x x z y y y z z xI H I H I Mω β ω β ω ω β ω− − + + + =&&&

cos ( ) ( cos )y y z x x x z z dyH I I H I Mβ β ω ω ω β ω β ω+ + − − + =& &&

sin ( ) ( sin ) b
z z y x x x y y zH I I H I Mβ β ω ω ω β ω β ω− + − − + + =& &&

0x x z zω ω ω ω= = = =& &

cos b
x y xI H Mβ ω β− + =&&

cos y y dyH I Mβ β ω+ =& &

sin b
z y xH M Iβ β ω β= − +& &

展开上式得: 

为便于说明问题,假设

则上述三式成: 
cos dy y yH M Iβ β ω= −& &

cosH β β& β&

sinH β β&

是由陀螺角动量H
和进动角速度

形成的陀螺力矩在yb轴上的分量,由转子产生,经
框架轴传递,作用在车厢上,对倾倒力矩起对消作
用.

由车轮与导轨间的抗扭
转约束力矩平衡.另外式知,陀螺力矩沿zb轴的分量

( ) 0 ( )
cos 0 sin
sin 0 cos

b
x x z y x x x

y y z x y y dy
b

z z y x z z z

I I M
H I H I M
H I H I M

ω β ω ω ω β
β β ω ω ω β ω
β β ω ω ω β ω

      − − −
      + + − + =      
      − + − +      

&& &&

& &

& &
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直接式陀螺稳定平台的特点

0β ≠&
cos 0H β β =&(1)只有当 时陀螺力矩才存在,如果倾倒力矩长时间存在,则β

将越来越大,当β=90°时,
即陀螺力矩失去卸荷作用,所以单轨列车实质上是一个正反馈不
稳定系统,要成为稳定系统,必须采取措施使β=0,即在对消倾倒力
矩的同时应使倾倒角回零.

(2)只有当角动量H非常巨大时才能产生足够大的陀螺力矩,所以设
施非常笨重. 

单轨列车曾经一度引起过关注,1912年曾研制出可乘坐40人的实验
样车,但由于安全因素等原因,单轨列车并没有得到实际应用.

直接式陀螺稳定平台的另一项应用实例是舰船的减摇装置,如图
4.1.2所示,该装置的作用是能减轻舰船的横摇,其工作原理分析与
单轨列车分析类似。
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舰船的减摇装置
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间接式陀螺稳定平台
(2)陀螺安装在基座上,陀螺感测的基座角运动信息经处理后用来控制
平台,干扰力矩全部由伺服力矩对消,则此类稳定平台称为间接式
陀螺稳定平台.

间接式陀螺稳定平台的典型结构. 

基座

伺服力矩

陀螺

该系统中,垂直陀螺？作为角位置敏感元件安装在基座上,被稳定对象
安装在平台台体上,台体由两个环架支承,当稳定平台和陀螺都处在中
立位置时,环架轴与陀螺的框架轴对应平行.
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以平台外环轴为对象分析稳定平台的工作原理
陀螺的内、外框架轴上的电位计式角度传感器P4和P2拾取基座角位移信息,
以此信息为基准信息与稳定平台相应轴上的电位计输出作比较,所得比较
量经放大后馈入相应轴上的力矩马达,马达拖动稳定平台旋转,确保稳
定平台始终跟随垂直陀螺,由于陀螺的定轴性,陀螺的角动量始终指向铅垂
位置,所以稳定平台的台面始终处于水平位置,隔离了基座的水平角运动.

跟随

陀螺

电位计式角度传感器

放大

伺服力矩

?平台的台面的水平精度由哪些因素决定
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现以平台外环轴为对象分析稳定平台的工作原理.

α&
(1) 设基座无角运动,当沿稳定平台外环轴作用有干扰力矩Md
时,平台绕yb轴产生旋转角速度

从而带动电位计P1的电刷沿绕组转动α角, P1输出与α成比例的电信号.由于陀
螺的定轴性,陀螺外环轴上的电位计P2输出为零,所以进入A1的信号仅为P1的
输出信号,该信号经放大后馈入力矩马达SM1, SM1产生抑制α增大的稳定力矩
Mm1,当Mm1与Md相等时, α角不再增大,从而保持了平台绕外环轴的稳定.

Md
α&P2=0 

伺服力矩
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以平台外环轴为对象分析稳定平台的工作原理.

(2)若基座绕横滚轴yb滚转,产生横滚角γ, 由于陀螺的定轴性,电位计P2
输出与γ成正比的电信号E2,由于存在摩擦等原因,稳定平台被基座带
动也随之绕yb轴旋转产生平台横滚角γ′,显然γ′≠γ,电位计P1输出与γ′
成正比的电信号E1,比较点C1输出信号E1−E2≠0,经A1放大后馈入力矩

马达,力矩马达拖动平台绕yb旋转，当E1− E2=0时,力矩马达停止旋转,
从而达到了隔离基座角运动的目的.

γ E2

γ′

E1

E1−E2 伺服力矩
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间接式陀螺稳定平台的特点

间接式陀螺稳定平台在工程中的应用是很广泛的,其最大优点是
不同的被稳定对象可共用一个信息参考基准,这对降低成本,减少
重量和体积是十分有利的.但这类稳定平台达到的精度一般都不
高,图示双轴水平稳定平台,其精度很难达到0.2°.
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动力式陀螺稳定平台
陀螺力矩只是在平台系统的过渡过程中参与对消干扰力矩,当平
台系统达到稳态后,干扰力矩全部由伺服力矩对消,则此类稳
定平台称为动力式陀螺稳定平台.

动力式陀螺稳定平台是工程上最常用的一类系统,这类平台可以是单轴
的、双轴的和三轴的.

前苏联的AЛ-15型自动驾驶仪的航向稳定器可将重量和转动惯
量很大的轰炸瞄准具稳定在一定航向上;цΓB型双轴动力式陀
螺平台可以给飞机上众多设备提供飞机的姿态角信息; AЛ-15
型自动驾驶仪中使用了一个三轴动力式陀螺稳定平台,它可以
作为飞机偏航角、姿态角的角度传感器.

无论是双轴的还是三轴的动力式陀螺稳定平台,它们的工作原
理、系统设计都以单轴稳定平台为基础.

此外,动力式陀螺稳定平台也可用于坦克火炮的稳定,航空摄像
机和雷达天线稳定等.
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动力式陀螺稳定平台——单轴动力式陀螺稳定平台

台体上安装了1个单
自由度陀螺仪,陀螺
仪信号器输出经放
大后馈入力矩马达,
马达带动平台旋转.

组成

1. 稳定回路工作原理(几何稳定状态下的工作原理) 

信号器

放大器

力矩马达

2. 修正回路工作原理(空间积分状态下的工作原理) 

单自由度陀螺仪

该稳定平台可理解
成带有稳定回路的
双自由度陀螺仪,陀
螺的外环轴为稳定
轴,稳定回路由内环
轴上的信号器、放
大器、力矩马达和
齿轮减速器组成.



192010-05

单轴动力式陀螺稳定平台——稳定回路工作原理

设沿稳定轴负方向作用有干扰力矩Mdx,由于陀螺的进动作用,角动量H倒向
Mdx,陀螺产生输出角β,旋转方向与陀螺输出轴O的指向相反,记此β角为负
值,信号器将β变换成电压信号,经放大处理后馈入力矩马达,信号接入力矩
马达时正负方向确定的原则是:输出角β为负时,力矩马达产生正向力矩(与
xO轴指向相同);输出角β为正时,力矩马达产生负向力矩.即

Mdx

Mm = −Kβ

1. 稳定回路工作原理(几何稳定状态下的工作原理) 

稳定轴

ω

H 

M 

输出轴
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单轴动力式陀螺稳定平台——稳定回路工作原理
MdxMm =−Kβ

所以对于Mdx为负向干扰力矩时,β角为负值,力矩马达产生的卸荷
力矩Mm为正向力矩,对Mdx起对消作用,当Mm<|Mdx|时,|β|继续增
大, Mm也随之增大,当Mm=|Mdx|时,|β|停止增大,干扰力矩被完全
对消,实现了平台台体的角位置稳定.

其中,K=km ka ku

ku为信号器的传递系数

ka为放大器的放大倍数

km为力矩电机的力矩系数
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单轴动力式陀螺稳定平台——修正回路工作原理
Mdxka为放大器的放大倍数修正回路的作用是使平台跟

踪给定的指令,相对惯性空间
以该指令角速度旋转.

icmd=kiωωcmd

指令角速度
指令电流

Mcmd = −kT kiωωcmd

指令力矩

指令电流接入力矩器时正负方向确定的原则是:若ωcmd沿稳定轴
正向,则产生的指令力矩应沿陀螺输出轴的负向;若ωcmd沿稳定
轴负向,则产生的指令力矩应沿陀螺输出轴的正向.两者符号正好
相反.

陀螺输出轴的负向

力矩器系数

ωcmd

H  
Mcmd
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单轴动力式陀螺稳定平台——修正回路工作原理

Mm

ka为放大器的放大倍数
由于在稳定轴上存在很大
的摩擦力矩,且被稳定对
象(台体)具有很大的转动
惯量,所以在Mcmd作用下,

陀螺不会绕稳定轴进动,
而只引起陀螺框架组件绕
yo轴作一般刚体转动:

G cmdI M Dββ β= −&& &

对应于ωcmd为正,则输出
角β为负,按稳定回路中
力矩马达馈入信号的正
负向接法,此时力矩马达
产生正向力矩, Mm驱动
平台旋转,平台转角φ满
足如下方程:

P mJ M Hφ β= −&& & β& φ&

cosG cmd HI M Dββφβ β= + −& && &

引起的陀螺力矩.由于产生了

陀螺的框架组件的动
力学方程式改写成

引起的陀螺力矩φ&cos 0cmdM H βφ+ =&
0β =&

0β =&&

时, 

,

,即β达到稳态值.此时

cosH βφ& =− M cmd = kT kiωωcmd

返回
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单轴动力式陀螺稳定平台——修正回路工作原理
cosH βφ& =− M cmd = kT kiωωcmd T i

cmd
k k

H
ωφ ω=&

1T ik k
H

ω =设计中取

由于输出角β小角,cosβ≈1  

cmdφ ω=&

0β =&
H β&0β ≠&

即平台能跟随指令角速度旋转。

称为陀螺的刻度因数. 

陀螺输出角β越小,式近似度
就越好,平台跟踪精度就越高. 

P mJ M Hφ β= −&& &

当陀螺还未达到稳定时,即 时,陀螺力矩

所以此类平台定义为动力式陀螺稳定平台. 

而一旦陀螺达到稳定,即 ,陀螺力矩消失,平台完全由伺服力矩驱动, 
也参与了对平台的驱动，

平台组件的动力学方程

动力式陀螺稳定平台名称的由来？

稳定性分析
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单轴动力式陀螺稳定平台——稳定性分析
若考虑作用在稳定轴上的阻尼力矩和干扰力矩

P mJ M Hφ β= −&& &

Mm =−Kβ
+Mdx Dφφ− &

p dxJ K M DH φφφ β β= − + − −& & &&

cosG cmdI M H Dββ βφ β= + −&& & &

2( ) ( ) ( ) ( )p dxJ s D s s Hs K s Mφ φ β+ + + =
2( ) ( ) ( )G cmdHs s I s D s s Mβφ β− + + =

2

2

( )( )
( )( )

dxp

cmdG

M sJ s D s Hs K s
M sHs I s D s s

φ

β

φ
β

 + +   
=    − +      

2

2 0p

G

J s D s Hs K
Hs I s D s

φ

β

+ +
=

− +

2 2( )( ) ( ) 0P GJ s D s I s D s Hs K Hsφ β+ + + + =

写成距阵形式：

系统的特征方程为

展开行列式

3 2 2( ) ( ) 0p G p GJ I s J D I D s D D H s KHβ φ φ β+ + + + + =
3 2

0 1 2 3 0a s a s a s a+ + + =

方程
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单轴动力式陀螺稳定平台——稳定性分析
2 2( )( ) ( ) 0P GJ s D s I s D s Hs K Hsφ β+ + + + =展开行列式

3 2 2( ) ( ) 0p G p GJ I s J D I D s D D H s KHβ φ φ β+ + + + + =

3 2
0 1 2 3 0a s a s a s a+ + + =

1 0a >

1 3

0 2

0
a a
a a

>

a1= Jp Dβ+ IG Dφ>0自然满足：

a0= Jp IG a1= Jp Dβ+ IG Dφ
a2= Dφ Dβ+ H2

, a3=KH

根据劳斯-霍尔维茨判据，系统稳定的条件为

1 3
2

0 2

p

p G

J D KHa a
J I D D Ha a

β

φ β

=
+

2( )( ) 0p G p GJ D I D D D H KHJ Iβ φ φ β= + + − >

( )
( )p G

p G G p

H J D I D D D
K H

J I I J
β φ β φ+

< = +

由于Dφ Dβ<< H2，所以要确保陀螺稳定平台稳定，应满足：
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单轴动力式陀螺稳定平台——关于伺服回路增益K的解释
P mJ M Hφ β= −&& & +Mdx Dφφ− &

0φ =&& 0φ =& 0β =&

dxMK
β

= dxM
K

β = K=kukakm为平台伺服回路的增益

而阻尼系数Dβ和Dφ都很小，要提高K的允许值，唯
一的途径就是增大陀螺的角动量H，所以动力式陀
螺稳定平台设计中必须选用大角动量陀螺。

当稳定平台达到稳定时，此时

K具有角刚度的概念，对于一定的平台干扰力矩Mdx，K越
大，则陀螺输出角就越小，所以从减小陀螺输出角β，

Kmin<K<Kmax

K

从平台控制系统的稳定要求来看

提高平台的控制精度

( )
G p

D D
K H

I J
β φ< +

稳定要求精度要求

K

Mm =−Kβ

其中,K=km ka ku

Back
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指示式陀螺稳定平台

这类陀螺稳定平
台中，力矩马达
馈入信号接入时
正负方向的确定
原则是：当陀螺
输出角α为正，即
沿稳定轴正向
时，产生的伺服
力矩也为正，即
也沿稳定轴正
向；α为负时，产
生的伺服力矩也
为负。

如果在系统设计中选用双自由度陀螺仪作为角位置敏感器件，
则该类稳定平台称为指示式陀螺稳定平台，如图所示。

1. 稳定回路工作原理(几何稳定状态下的工作原理) 

2. 修正回路工作原理(空间积分状态下的工作原理) 
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指示式陀螺稳定平台——稳定回路工作原理(几何稳定)
设沿稳定轴xr的负方向作用有干
扰力矩Md，则平台做一般刚体
旋转，产生偏角φ（引起偏角的
旋转方向与xr同向时φ为正，否
则为负）。

Md

xr

外环轴B采用了双自由度陀螺仪，角
动量H 相对惯性空间稳定。

S陀螺绕外环轴具有输出α = 
−φ，信号器将α转换成电压信
号，经放大处理后馈入力矩马
达，产生与α同号即沿xr轴正向
的伺服力矩Mm，对消干扰力矩
Md，此过程中不产生任何陀螺

力矩，卸荷完全依靠伺服力矩
实现。

Mm
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指示式陀螺稳定平台——修正回路工作原理(空间积分)

Md

xr

外环轴

若要求稳定平台沿xr轴正向以角速
度ωcmd旋转，则将ωcmd折算成电流

icmd=kiωωcmd

将icmd馈入陀螺力矩器，电流接入时正负
方向确定的原则是：若ωcmd为正，即沿稳
定轴正向，则产生的力矩为负，即沿陀螺
内环轴的负向；若ωcmd为负，则产生的力
矩为正，即沿陀螺内环轴的正向。

当ωcmd为正的情况下，力矩
器产生的指令力矩沿y 轴负
向：

Mcmd = − kT kiωωcmd

在Mcmd作用下，陀螺角动量H 倒向Mcmd，产生沿外环轴正向的输出角
α，外环上的信号器将α转换成电压信号，经放大处理后馈入力矩马
达，力矩马达产生与α同向的伺服力矩，驱动平台绕xr轴旋转，旋转方
向同xr轴的正向。

kT为力矩器力矩系数，kiω为力矩

器指令电流折算系数。

Mcmd

ωcmd
进动原理
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指示式陀螺稳定平台——修正回路工作原理(空间积分)

Md

xr

外环轴

icmd=kiωωcmd
陀螺外框架组件绕外环轴相对惯性空间的角速度为

iGω α φ= + &&

( )gM H α φ= + &&

当作用在内环轴上的陀螺力矩
与指令力矩平衡时，即

引起的陀螺力矩为

方向沿内环轴正向。

Mg ( ) cmd T i cmdH M k k ωα φ ω+ = − =&&

0α =&

T i cmdH k k ωφ ω=&

T i
cmd

k k
H

ωφ ω=&

陀螺停止进动，即

Mg+Mcmd=0

系统达到稳定

=1
cmdφ ω=&

Mcmd

此时
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指示式陀螺稳定平台——修正回路工作原理(空间积分)

Md

xr

外环轴

icmd=kiωωcmd

Mg

分析得出：在对消干扰力矩的工
作过程中并不产生陀螺力矩，在跟
踪指令角速度的工作过程中，陀螺
力矩作用在稳定轴的正交方向，并
未对稳定轴直接起作用，故将此类
陀螺稳定平台称为指示式陀螺稳定
平台。
当设计陀螺稳定平台中选用液浮

积分陀螺时，由于液浮的粘稠系数
比较大，阻尼系数Dβ相对较大，所
以允许刚度K可以适当大些(见式))。

双自由度陀螺仪作
为角位置敏感器件

指示式陀螺稳定平台：

若要达到与动力式陀螺稳定平台
相同的刚度，则陀螺角动量可以大
幅度降低，所以陀螺力矩也相对较
小，过渡过程中对消干扰力矩的作
用并不明显，干扰力矩几乎完全由
伺服力矩对消，为了便于与动力式
陀螺稳定平台作区别，将此类稳定
平台定义为指示-动力式陀螺稳定平
台。
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用速率陀螺仪构成的稳定平台——单轴速率陀螺稳定平台

cosp dx m a uHJ M k k kβ βφ β= − −&&&

xo Jp

作用在稳定轴上的干扰力矩为
Mdx，作用在陀螺输出轴上的干
扰力矩为Mdy，

Mdx

Mdy

陀螺角动量为H，陀螺绕输出轴
的阻尼系数和弹性系数分别为D
和k，陀螺信号器的传递函数为
ku，放大器的放大系数为ka，力
矩马达力矩系数为km。

陀螺壳
体部分

陀螺壳体的角运动=平台台体的角运动

ωcmd=0

HD
kku

ka

km

则平台旋转角φ满足以下方程：

由 β& 引起的陀螺力矩

IG

力矩马达的伺服力矩与陀螺输出角β反号

设平台的指令角速度为零，平台（包
括被稳定对象和陀螺）绕稳定轴xo轴
的转动惯量为Jp，陀螺组件绕输出轴O
的转动惯量为IG，

平台台体固联
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用速率陀螺仪构成的稳定平台——单轴速率陀螺稳定平台

cosp dx m a uHJ M k k kβ βφ β= − −&&&

xo Jp

Mdx

Mdy

陀螺壳
体部分

ωcmd=0

HD
kku

ka

km

则平台旋转角φ满足以下方程：

由 β& 引起的陀螺力矩

IG

力矩马达的伺服力矩与陀螺输出角β反号

陀螺输出角β满足以下方程：
cosG dyI M k D Hβ β β φ β= − − +&& & &

φ&

引
起
的
陀
螺
力
矩

阻
尼
力
矩

弹
性
力
矩

K=km ka ku

cosβ ≈1 

xp dJ M H Kφ β β= − −&& &

G dy kI M D Hβ β β φ= − − +&& & &

由于陀螺的带宽远高于稳定平
台的带宽，所以考虑平台的响
应时可不考虑陀螺的过渡过
程，而只需要考虑陀螺的稳态
输出。 0β =&&

0β =&
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用速率陀螺仪构成的稳定平台——单轴速率陀螺稳定平台
xp dJ M H Kφ β β= − −&& &

G dy kI M D Hβ β β φ= − − +&& & & ydM H
k k

β φ= + &

0β =&& 0β =&

p dx dy
KH KJ M M
k k

φ φ+ = −&& & ε φ= &

p dx dy
KH KJ M M
k k

ε ε+ = −&

由于指令角速度为零，所以

作拉氏变换 ( ) ( )
( )

dx dy

p

KM s M s
ks KHJ s

k

ε
−

=
+

lim
dx

dy
dy

ss dxs o

p

M K M Mks kss MKH KH HJ s
k

ε
→

−
= ⋅ = −

+

对于常值干扰力矩，平台漂移的稳态值为
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用速率陀螺仪构成的稳定平台——单轴速率陀螺稳定平台

lim
dx

dy
dy

ss dxs o

p

M K M Mks kss MKH KH HJ s
k

ε
→

−
= ⋅ = −

+

从上式可看出，绕稳定轴和绕陀螺输出轴的干扰力矩都能引
起平台漂移，增大陀螺角动量能有效降低它们的影响；弹性
约束是一种干扰，增大稳定回路的增益能降低其影响。

对于常值干扰力矩，平台漂移的稳态值为

若对上述方案作如下修改：①采用液浮陀螺，输出轴上的干扰力矩Mdy
可略去不计；②力矩马达除输出与陀螺输出成正比的伺服力矩外，还
输出与输出角积分成正比的伺服力矩。

ydM H
k k

β φ= + & H
k

β φ= &
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用速率陀螺仪构成的稳定平台——单轴速率陀螺稳定平台
若对上述方案作如下修改：①采用液浮陀螺，输出轴上的干扰力矩Mdy
可略去不计；②力矩马达除输出与陀螺输出成正比的伺服力矩外，还
输出与输出角积分成正比的伺服力矩。

ydM H
k k

β φ= + &
H
k

β φ= &

mM k tK dβ β= − − ′∫力矩马达的输出力矩为

p dxJ KM Hφ β β= − −&& &

p dxJ M k dt Kφ β β′= − −∫&&
p dx

KH k HJ M
k k

φ φ φ
′

+ + =&& &

2

( )
( ) d

p

xM ss KH k HJ s s
k k

φ = ′
+ +

( ) dx
dx

M
M s

s
=

2
lim

dx

dx
ss s o

p

M
kMss KH k H k HJ s s

k k

φ
→

= ⋅ =′ ′+ +

此时，只存在稳定偏差角，而平台的漂移角速度为零。

对稳定轴上的常值干扰力矩
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n谢谢!
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直接式陀螺稳定平台
(1)干扰力矩全部由陀螺力矩对消,则此类稳定平台称
为直接式陀螺稳定平台.

( )bx x

by

bz

xω

yω

zω
β&

H

y

z
β

β

yb

xb

zb

Right

ForwardUp

返回
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间接式陀螺稳定平台

(2)陀螺安装在基座上,陀螺感测的基座角运动信息
经处理后用来控制平台,干扰力矩全部由伺服力
矩对消,则此类稳定平台称为间接式陀螺稳定平
台.

返回
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动力式陀螺稳定平台

(3)陀螺力矩只是在平台系统的过渡过程中参与对消
干扰力矩,当平台系统达到稳态后,干扰力矩全部由
伺服力矩对消,则此类稳定平台称为动力式陀螺稳
定平台.

返回
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指示式陀螺稳定平台

(4)安装在台体上的陀螺属于角位置陀螺,如双自由
度液浮角位置陀螺、静电陀螺、挠性陀螺等,此
类陀螺不产生陀螺力矩,干扰力矩全部由伺服力
矩对消,则此类稳定平台称为指示式陀螺稳定平
台.

返回
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指示-动力式陀螺稳定平台

(5)陀螺力矩虽然在平台系统的过渡过程中参与了对消干
扰力矩,但所起作用很小,当平台系统达到稳定后,干扰
力矩全部由伺服力矩对消,则此类稳定平台称为指示-
动力式陀螺稳定平台.

返回

采用单自由度液浮积分陀螺和速率陀螺为敏感元件的稳
定平台就属于此类系统,其中陀螺的主要作用是感测角
速度.
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欢迎！
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惯性导航系统原理

程向红

2009.05



2010-05 3

第四章 陀螺稳定平台工作原理

n 4.1 各类稳定平台简介
n 4.1.1 直接式陀螺稳定平台
n 4.1.2 间接式陀螺稳定平台
n 4.1.3 动力式陀螺稳定平台
n 4.1.4 指示式陀螺稳定平台
n 4.1.5 用速率陀螺仪构成的稳定平台

n 4.2 力矩装置和平台台体的传递函数
n 4.3 单轴陀螺稳定平台

P

P
P

P

P
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4.2 力矩装置和平台台体的传递函数

n4.2.1 力矩装置的传递函数
n4.2.2 平台台体的传递函数
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4.2.1.力矩装置的传递函数

工程上常采用直接驱动式和间接驱动式两类力矩驱动装置。

在稳定平台回路中,

(1) 对平台施加的干扰力矩要小;
(2) 传动应平稳可靠,定位分辨力要高,滞环要小;
(3) 功耗小;
(4) 对平台附加的转动惯量要小;
(5)  体积小,重量轻,结构紧凑。

执行机构

直接驱动式力矩装置的力矩马达驱动轴直接与稳定轴相联,力矩马
达可以是交流的,也可以是直流的,但目前广泛使用直流型。

间接驱动式力矩装置的力矩电机驱动轴通过齿轮减速器与稳
定轴相联,常采用交流伺服电机。

n1. 直流力矩电机的传递函数
n2 .基座旋转引起的平台干扰力矩分析

平衡干扰力矩

力矩装置应满足如下要求:
按要求驱动平台旋转

是依靠力矩装置实现的
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1. 直流力矩电机的传递函数

e：由ω′m引起的反电势

ua：控制电压

Φ：激磁磁通

La：电枢绕组电感

Ra：电枢绕组电阻

R1：串联电阻 ω′m：电机
角速度

1( ) a
a a a a

diu e i R R L
dt

− = + +

记R= Ra + R1

拉氏变换

( ) ( ) ( ) ( )a a a au s e s Ri s L si s= + +
( ) ( ) ( ) ( )1( )

1
a a

a
a e

u s e s u s e si s
sL R R sτ

− −
= =

+ +

a
e

L
R

τ =

( ) ( )
1

m a

e

k u s e s
R sτ

−
=

+

由ia产生的电机输出扭矩为

M′m(s)=kmia(s)

：为电机的时间常数

( ) 1
( ) ( ) 1

m m

a e

M s k
u s e s R sτ

′
=

− +

电枢回路电压平衡方程

电磁转矩方程

km为电机的扭矩系数,即电机的电流-力矩系数. 
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1. 直流力矩电机的传递函数

ua：控制电压

Φ：激磁磁通

La：电枢绕组电感

Ra：电枢绕组电阻

R1：串联电阻

ω′m：电机
角速度

(
( ) 1

( ) 1)
m m

a ee s
M s k

u s R sτ
′

=
− +

电机的传递函数为

反电势由电机旋转引
起。设电机旋转角速
度为ω′m,则

e(s)= keω′m(s) 
1( ) [ ( ]

1
)) (m

m a e m
e

kM ks u ss
R sτ

ω′ = − ′
+

0
lim ( ) ( )m

mss m a e m a ms u
k

M s M s u k u
R

k kωω ω
→

′ ′ ′ ′= ⋅ = − = −

为电机的电压-力矩系数

kω=kuke为电机的反电势阻尼力矩系数。电机的稳态输出力矩为
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2 .基座旋转引起的平台干扰力矩分析
Mdx

1( ) [ ( ]
1

)) (m
m a e m

e

kM ks u ss
R sτ

ω′ = − ′
+

( ) ( ) ( )m u a mM s k u s k sωω′ ′= −忽略电机的

时间常数

M′mω′m=Mmωm

m
m

MM
i

′ =

式中M′m和ω′m,分别为电机输出扭矩和角速度, Mm和ωm分
别为平台获得的扭矩和相对基座的角速度。所以

=kuua(s)−kωω′m(s)
( )mM s

i
=kuua(s)−kωiωm= kuua(s)−kωi (ωip −ωib)

2 2( ) ( ) ( ) ( )m u a ip ibM s ik u s i k s i k sω ωω ω= − +
1( ) ( ) ( )m m iM s M s M s= +

2( ) ( )i ibM s i k sωω=

2
1( ) ( ) ( )m u a ipM s ik u s i k sωω= −

假设电机输出轴与稳定轴间用减速器相联,传
动比(减速比)为i,不考虑减速器的功率损失,则

M′m(s)

输入为ua,考虑平台绝
对角速度等效反电势
后的平台驱动力矩。

为基座角运动引起
的平台干扰力矩

ωbp
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4.2.2 平台台体的传递函数

1.直接由力矩马达驱动时传递函数
2.经减速器驱动时的传递函数
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1.直接由力矩马达驱动时传递函数

ipJ Mω Σ=&

( ) 1
( )

ip s
M s Js
ω

Σ

=

其中MΣ=Mm=Mm1+Mi。

由上式，得平台台体的传递函数：

设平台台体的转动惯量为J，则由动量矩定理
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2.经减速器驱动时的传递函数

图为n级减速器驱动示
意图，其中0号齿轮轴
与电机轴联接，n号齿
轮轴与平台台体轴联
接，每个齿轮由固联在
一起的大小齿轮组成，
传动过程中由k号小齿
轮拨动k+1号大齿轮，
构成第k+1级传动。

1）减速器的等效转动惯量、干扰转动惯量和平台的驱动力矩

0号
电机轴 1号

1级

2号

2级

n−1号 n号 平台轴

n级

k级传动比表示为 ( )1
1/

k
k k

bk

bi
ω

ω
−

− =

ωb(k-1)为k-1号齿轮相对b坐标系的角速度，
ωbk为k号齿轮相对b坐标系的角速度。

>1 
其中b为基座坐标系

M(k-1)k表示k号齿轮受k-1号齿轮拨动而获得
的扭矩，Mr

(k+1)k表示k号齿轮拨动k+1号齿
轮时受到k+1号齿轮的反作用力矩。

考察k号齿轮的动力学方
程，根据动量矩定理

( 1) ( 1)
r

k k k k k kiJ M Mω − += −&

Jk为k号齿轮的转动惯量

k级 k+1级

k−1号 k号 k+1号
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2.经减速器驱动时的传递函数
1）减速器的等效转动惯量、干扰转动惯量和平台的驱动力矩

0号
电机轴 1号

1级

2号

2级

n−1号 n号 平台轴

n级

( 1) ( 1)
r

k k k k k kiJ M Mω − += −&

Jk为k号齿轮
的转动惯量

ωik =ωib +ωbk
=ωib +ik/n ωbn 

ik−1/k>1

ik/n =
ωbk
ωb(k+1)

⋅
ωb(k+1)
ωb(k+2)

⋅ ⋅ ⋅
ωb(n−1)

ωbn
= ik/(k+1) ⋅ i(k+1)/(k+2) ⋅ ⋅ ⋅ i(n−1)/n

k级

k−1号 k号 k+1号

k+1级
ωbk
ωbn

= 

k+1级传动中k号齿轮和k+1号齿轮间的作用力关系. 

=ωib +ik/n (ωin −ωib)
=(1− ik/n) ωib +ωin ik/n 

下面讨论



132010-05

2.经减速器驱动时的传递函数
1）减速器的等效转动惯量、干扰转动惯量和平台的驱动力矩

ωbk
ωb(k+1)

k号齿轮
Pk/(k+1)

Pr
(k+1)k

k+1号齿轮图表示k+1级传动中k号齿轮和k+1号齿轮间的
作用力关系，其中Pk(k+1)、Mk(k+1)分别表示k号
齿轮对k+1号齿轮的驱动力和驱动力矩，
Pr

(k+1)k和Mr
(k+1)k分别表示k+1号齿轮对k号齿轮

的反作用力和反作用力矩，显然Pk(k+1)与

Pr
(k+1)k大小相等，方向相反，且

( 1) ( 1)| |r r
k k k k kM P r+ += −

( 1)

( 11)

k

k

r
k k

k k

M r
RM

+

+ +

=

式中，负号表示力矩方向穿入纸面。

有

C

rkωbk=Rk+1ωb(k+1)，所以

/ 1
(

1

1)

bk
k k

b k

k

k

iR
r

ω
ω +

+

+ = =

因两齿轮在点C的速度相同，即 ( 1) ( 1)
/ 1

1r
k k k k

k k

M M
i+ +

+

=

( 1) ( 1)
r

k k k k k kiJ M Mω − += −&

Mk(k+1)= −| Pk(k+1)| Rk+1

rk Rk+1
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2.经减速器驱动时的传递函数

( 1) ( 1)
r

k k k k k kiJ M Mω − += −&

ωik =ωib +ωbk=ωib +ik/n ωbn =ωib +ik/n (ωin −ωib)=(1− ik/n) ωib +ωin ik/n

/ 1
(

1

1)

bk
k k

b k

k

k

iR
r

ω
ω +

+

+ = =

( 1) ( 1)
/ 1

1r
k k k k

k k

M M
i+ +

+

=
( 1) ( 1)
r
k k k k ik kM M J ω+ −= − &

/ 1 /
1

( 1) 1) /( (1 )[ ]
k k k k k k k ib k n in k ni M M J i iω ω

+ + − − − += & &

( 1) / 1 ( 1) / 1 / / 1 /( 1)k k k k k k k k k n k ib k k k n k inM i M i i J i i Jω ω+ + − + += + − −& &

k=1,2,…,n
上式即为齿轮逐级传递力矩的递推公式。

考虑第一级传动。

下面确定递推初值M01。
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2.经减速器驱动时的传递函数——确定递推初值M01

M′m

0号齿轮 P01 

Pr
10

1号齿轮

C

0 0 10
r

i mJ M Mω ′= −&

01 01 1| |M P R= −

10 10 0| |r rM P r= −
10 0

01 1 0 /1

1rM r
M R i

= =

设电机的驱动力矩（输出力矩）为
M′m，0号齿轮的转动惯量为J0，则

10 01
0 /1

1rM M
i

=
01 00

0/1

1
m iM M J

i
ω′= − &

0 /1 0 /1 0 0 /101 0 01 0 /0 /( ) ( )im m ibb n bnbi M i J i M iM iJω ωω ω′ ′= − = − ++ && &&

0 /1 0 /1 0 0 /[ ( )]m ib n in ibi M i J iω ω ω′= − + −& & &

0 /1 0/1 0 / 0 0 /1 0/ 0( 1)m n ib n ini M i i J i i Jω ω′= + − −& &

0112 1/ 2 1/ 2 1/ 1 1/ 2 1/ 1( 1)n ib n inM i i i J i i JM ω ω= + − −& &

1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 10 /1 0 /1 0/ 0[ (( ]) 1)1m n n ibi ii M i i J i i J ω= + + −′ − &

0 /1 01/ 2 1/0 / 1/ 2 1( )n nn ii i Ji i i J ω+− &

对于k=1

R1

ik/n = ωbn

ωbk

( 1) / 1 ( 1) / 1 / / 1 /( 1)k k k k k k k k k n k ib k k k n k inM i M i i J i i Jω ω+ + − + += + − −& &
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2.经减速器驱动时的传递函数——确定递推初值M23

23 2 /3 12 2/3 2 / 2 2/3 2 / 2( 1)n ib n inM i M i i J i i Jω ω= + − −& &

1/ 2 1/2 / 3 2 /3 21 2 /( 1) ( 1) ]n ibni i Ji i i J ω+ +− − &
2/3 2/1/ 2 0/1 1/ 2 0 /1 0/ 03[ ( 1)m ni i M i i Ji i i′ −= +

1/ 2 0 /1 0/ 02 /3 2 / 13 2/3 2/ 2/ 2 1/ 1( )nn n ini i i J ii i ii J i J ω− + + &

对于k=2 

( 1) ( 1) / ( 2) /( 1) 0 /1 ( 1) / ( 2) /( 1) 0 /1 0 / 0{ ( 1)n n n n n n m n n n n nM i i i M i i i i J− − − − − − −′= + −K K

( 1) / ( 2) /( 1) 1/ 2 1/ 1( 1)n n n n ni i i i J− − −+ − +K K
( 1) / ( 1) / 1[ 1] }n n n n n ibi i J ω− − −+ − &

0( 1) / ( 2) /( 1) 0 /1 0/ ( 1) / ( 2) /( 1) 1/ 2 1/ 1[ n n n n n n n n n ni i i i J i i i i J− − − − − −− + +K K K

( 1) / ( 1) / 1]n n n n n ini i J ω− − −+ &

对于k=n-1 

( 1) 0 / 0 / 0 / 0{ ( 1)n n n m n nM i M i i J− ′= + − 1/ 1/ 1 ( 1) ( 1) 1( 1) [ 1] }n n n n n n n ibi i J i i J ω− − −+ − + + − &K

2 2 2
0/ 0 1/ 1 ( 1) / 1[ ]n n n n n ini J i J i J ω− −− + + + &K 0/ n m i ib ep ini M J Jω ω′= + −& &

0/ 0 / 0 1/ 1/ 1 ( 1) / ( 1) / 1( 1) ( 1) [ 1]i n n n n n n n n nJ i i J i i J i i J− − −= − + − + + −K
1

/ /
0

( 1)
n

k n k n k
k

i i J
−

=

= −∑
2 2 2
0/ 0 1/ 1 ( 1) 1ep n n n n nJ i J i J i J− −= + + +K

1
2

/
0

n

k n k
k

i J
−

=

= ∑
Jep为减速器的等

效转动惯量。

此即为平台获
得的驱动力矩

减速器的干扰转动惯量

( 1) / 1 ( 1) / 1 / / 1 /( 1)k k k k k k k k k n k ib k k k n k inM i M i i J i i Jω ω+ + − + += + − −& &
1/ 2 0 /1 1/ 2 0 /1 0 / 012 1/ 2 1/ 1[ ( 1) ( 1) ]m n n ibi i M i i i J i iM J ω′ + − += − &

1/ 2 0 /1 0 / 0 1/ 2 1/ 1( )n n ini i i J i i J ω− + &
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2. 经减速器驱动时的传递函数
2）平台台体的传递函数

( 1) 0/ip n n d n m i ib ep in dJ M M i M J J Mω ω ω− ′= + = + − +& & &

0 /( )ep ip n m i ib dJ J i M J Mω ω′+ = + +& &

设平台台体的转动惯量为J，作用在稳定轴上的干扰力矩为Md，则

由于ωin=ωip

记JΣ=J+Jep，则由上式得

i0/n

Ji(s)

Md(s)

M'
m(s) 2

1
J sΣ

( )sφ

0/( ) ( ) ( ) ( )ip n m i ib dJ s s i M s J s s M sω ω∑ ′= + +

ωip(s)=sφ(s)

φ(s)为平台的旋转角

( 1) 0 /n n n m i ib ep inM i M J Jω ω− ′= + −& &

ωib (s) 

注意：Ji(s)应为Jis！
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4.3 单轴陀螺稳定平台

4.3.1 单轴稳定平台的方块图及传递函数
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4.3.1 单轴稳定平台的方块图及传递函数

1. 积分陀螺单轴稳定平台的传递函数
2．双自由度角位置陀螺单轴稳定平台的传递函数
3.挠性陀螺单轴稳定平台传递函数
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1. 积分陀螺单轴稳定平台的传递函数
以直接驱动式单轴平台为研究对象

Hs

ek0 ( )sω&o

g

I
Dk

( )a s ( )u ak k F s−
( 1)

m

e

k
R sτ +

( )dM s
1

J s∑
( )ib sω

−
− −

−

( ) ( )cmd s sω ε+

( 1)
g

g

k
s sτ

−
+

1( ) [ ( ]
1

)) (m
m a e m

e

kM ks u ss
R sτ

ω′ = − ′
+

( ) 1
( )

ip s
M s Js
ω

Σ

=

考虑了陀螺输出角变化率α& 引起的陀螺力矩对平台稳定轴的影响.

ua(s)

积分陀螺的方块图p29

M′m(s) 

环节-kukaF(s)中的负号是由于力矩马达产生的伺服力矩与陀螺输出
反号，ku为陀螺信号器的传递函数，ka为电子网络放大系数，F(s)为
校正网络的传递函数。
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1. 积分陀螺单轴稳定平台的传递函数——直接驱动式单轴平台

Hs

ek0 ( )sω&o

g

I
Dk

( )a s ( )u ak k F s−
( 1)

m

e

k
R sτ +

( )dM s

1
J s∑

( )ib sω
−

− −
−

( ) ( )cmd s sω ε+

( 1)
g

g

k
s sτ

−
+

( )sα

( )dM s

−

( )sω( ) ( )cmd s sω ε+

( 1)
g

g

k
s sτ

−
+

( )u ak k F s− mk
R

1
J s∑

oω&

oω&

(1)因为 反映了沿陀螺输出轴方向的角加速度对平台稳定轴的影
响，而平台稳定轴与陀螺输入轴方向相同，与陀螺输出
轴方向正交，所以

实质上反映了三轴平台正交轴之间的交叉耦合影响，而交叉

耦合是较弱的，此处不予考虑。
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1. 积分陀螺单轴稳定平台的传递函数——直接驱动式单轴平台

Hs

ek0 ( )sω&o

g

I
Dk

( )a s ( )u ak k F s−
( 1)

m

e

k
R sτ +

( )dM s

1
J s∑

( )ib sω
−

− −
−

( ) ( )cmd s sω ε+

( 1)
g

g

k
s sτ

−
+

( )sα

( )dM s

−

( )sω( ) ( )cmd s sω ε+

( 1)
g

g

k
s sτ

−
+

( )u ak k F s− mk
R

1
J s∑

(2)所用陀螺的角动量H一般都较小（如液浮陀螺），所以作用在稳
定轴上的陀螺力矩 Hα& 可略去不计。

(3)虽然е=keω在系统中具有负反馈校正作用,但比校正网络所起的
校正作用弱得多，在系统分析中可略去不计。

(4)电机的时间常数τe是毫秒级的,电机的带宽远高于平台的带宽，所
以电机的过渡过程可以不考虑。
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1. 积分陀螺单轴稳定平台的传递函数——直接驱动式单轴平台

( )sα

( )dM s

−

( )sω( ) ( )cmd s sω ε+

( 1)
g

g

k
s sτ

−
+

( )u ak k F s− mk
R

1
J s∑

( )dM s

1

J s∑−
( )sω

1

S
( )Y s′

( ) ( )cmd s sεω +

( )
( )

( 1)
g u a m

g

k k k k F s
Y s

R sτ
′ =

+

0 2

( )( ) Y sY s
J s∑

′
=稳定平台的开环传递函数为
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2．双自由度角位置陀螺单轴稳定平台的传递函数

( )dM s

−
( ) ( )cmd s sω ε+ ( )sω1

S
( )u ak k F s( )a s

( 1)
m

e

k

R sτ +

−

ek

1

J s∑

( )dM s

1

J sΣ−
( ) ( )cmd s sω ε+

( )sω
1

s
( )u ak k F s mk

R

( )dM s

1

J sΣ−
( ) ( )cmd s sω ε+

( )sω
1

s
( )Y s′

( )( ) u a mk k k F sY s
R

′ = 0 2

( )( ) Y sY s
J s∑

′
=稳定平台的开环传递函数为

略去电机的反电势影响及过渡过程
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3.挠性陀螺单轴稳定平台传递函数
( )dM s

−
( ) ( )cmd s sω ε+

( )sω
( )u ak k F s

1

J sΣ1
g

g s

τ

τ +

( )sβ
mk

R

( )dM s

−
( ) ( )cmd s sω ε+

( )sω
1

J sΣ

( )Y s′

0
( )( ) Y

J
Y

s
ss

∑

′
=

( )
( )

( 1)
g u a m

g

k k k F s
Y s

R s
τ

τ
′ =

+

可得稳定平台的开环传递函数

有何不同？

0 2

( )( ) Y sY s
J s∑

′
=

挠性陀螺单轴稳定平台比前两种稳定平台的开环传递函数少一个积分环节，
要达到与前两种稳定平台相同的无静差度，在校正环节中需增加一个积分环
节，这将引起相位滞后，系统的设计难度比前两种平台大。

如果挠性陀螺的时间常数τg很大，则传递函数近似为

( ) 1
( )
s
s

β
φ

≈ −

此时，挠性陀螺可近似看作一个角位置陀螺。
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思考题：

分析基座为摇摆运动时，引起的平台干扰力矩的表达形式。
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The end

n Thank you for attention!
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3 捷联式惯导系统

l 3.1 捷联式惯导算法概述
l 3.2 姿态矩阵的计算
l 3.3 姿态矩阵计算机执行算法
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3.1 捷联式惯导算法概述

捷联式惯导算法

b
ibω

b
ibf

HRP ,,

NE VVL ,,,λ

捷联式惯导航系统是一个信息处理系统，就是将载体上安装的惯性
仪表所测量的载体运动信息，经过计算处理成所需要的导航信息。

加 速 度 计 组 导航计算机

EV
ϕ
λ

初始条件

b
FS

陀 螺 仪 组

b
ibω

姿态矩阵计算

NVn
bC

n
FS
b
inω

tH
P

R
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捷联式惯性导航系统=信息处理系统

SINS——Strapdown Inertial Navigation Systems
SVRU——Strapdown Vertical Reference Uint
SAHRS——Strapdown Attitude and Heading Reference Systems
IMU——Inertial measurement Unit

捷联式惯导算法

b
ibω

b
ibf

HRP ,,

NE VVL ,,,λ

根据捷联式惯导的应用和功能要求不同，计算的内容和要
求，有很大的差别。常有
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接联式惯导的算法的基本内容

l （1）系统的启动和自检测

l （2）系统初始化

l （3）惯性仪表的误差补偿

l （4）姿态矩阵的计算

l （5）导航计算

l （6）制导和控制信息的提取
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（1）系统的启动和自检测

系统启动后，各个部分的工作是否正常，要

通过自检测程序加以检测，其中包括电源、惯
性仪表、计算机以及计算机软件。

通过自检测，发现有不正常，则发出告警信息(或
故障码)。系统的自检测是保证系统进入导航状态
后能正常工作、提高系统可靠性的措施。
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（2）系统初始化

Å给定载体（舰船、飞行器、车辆等）的初始位置
（经度和纬度）和初始速度等初始信息。

为何要初始化？为何要初始化？

Ç导航平台的初始对准

É惯性仪表的校准

平台式

姿态矩阵的初始值

用物理的方法来实现

标度系数

捷联式

加速度计

陀螺仪

进行测定
漂移

偏置Calibration 
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（3）惯性仪表的误差补偿

为了保证系统的精度，必须对惯性仪表的误差进行
补偿，最好的补偿方法是计算机补偿。

在计算机中通过专用的软件来实现误差补偿。

对捷联式惯导系统来说，由于惯性仪表直接安装
在载体上，因此，载体的线运动和角运动都引起
较大的误差。
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（4）姿态矩阵的计算

姿态矩阵的计算是捷联式惯导算法中最重要的一
部分，也是捷联式系统所特有的。

不管捷联式惯导应用和功能要求如何，姿态矩阵
的计算却是不可少的。姿态矩阵算法是本章重点
讨论的内容。
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（5）导航计算

导航计算就是把加速度计的输出信息变换到导航坐
标系，然后，计算载体速度、位置等导航信息。
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（6）制导和控制信息的提取

制导和控制信息的提取，载体的姿态既可用来
显示也是控制系统最基本的控制信息。

此外，载体的角速度和线速度信息也都是控制
载体所需要的信息。

这些信息可以从姿态矩阵的元素和陀螺加速度
计的输出中提取出来。
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捷联式惯导系统算法流程图

自 检 测

初 始 化

姿态阵计算

迭 代 次 数

控 制 信息 提 取

导航计算

启动

YES

NO

返回9 
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3.2 姿态矩阵的计算

捷联式惯导中，载体地理位置就是地理坐标系相对

地球坐标系的方位。而载体的姿态和航向则是载体
坐标系相对于地理坐标系的方位关系。确定两个坐
标系的方位关系问题，是力学中的刚体定点转到理
论。在刚体定点转动理论中，描述动坐标系相对参
考坐标系方位关系的方法有多种。

四参数法

三参数法

九参数法

欧拉角法，是欧拉在1776年提出的。
四元数法。威廉.哈密顿(William Hamilton)在
1843年发明的，首先在数学中引入四元数，以
后用在刚体定位问题。凯里.克莱茵（Cayley-
Klein）参数法，是在1897年提出的。
基于方向余弦的概念，也称方向余弦法。

等效转动矢量法
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3.2 姿态矩阵的计算

ll 3.2.1 3.2.1 欧拉角法欧拉角法

l 3.2.2 方向余弦法
l 3.2.3 四元数法
l 3.2.4 等效转动矢量法
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3.2.1 欧拉角法

欧拉角没有严格的定义，根

据需要，可以选用不同的欧拉
角组。第一次转动，可以绕三
个轴中的任一个转动，故有3种
可能，第二次有2种可能，第三
次也有2种可能。总共有12种可
能。

E
'
bX

O

U

N

H&

'
bZ

'
bY

bX
''

bX

''
bY

''
bZ

bY

bZ

P&

R&

H

P

R

一个动坐标系相对参考坐标系的方位，完全可以由动坐
标系依次绕3个不同的轴转动的3个转角来确定。
如把OXbYbZb作为动坐标系，
ENU作为参考坐标系，则航向
角H，纵摇角（俯仰角）P和横
摇角（横滚角、倾斜角）R。就
是一组欧拉角。
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用欧拉角表示的姿态矩阵
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欧拉角微分方程

——表示载体坐标
系相对地理坐标系的角
速度矢量在载体坐标系
轴向的分量构成的列矩
阵。

E
'
bX

O

U

N

H&

'
bZ

'
bY

bX
''

bX

''
bY

''
bZ

bY
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P&

R&

H

P

R

b
nbω
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0
00

0
R

P
C

H
CC RPR

b
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b
nby

b
nbx

&

&

&ω
ω
ω

H→P→R 
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——欧拉角微分方程
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b
nC求解微分方程 3个欧拉角 航向角 (H) 

姿态角(P,R)
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欧拉角法应用中的问题

Å求解方程可以直接得到航向和姿态信息，欧
拉角法得到的姿态阵永远是正交阵，用这个矩
阵将比力fb→fn信息的坐标变换时，变换后的信

息中不存在非正交误差。因此，用欧拉角法得
到的姿态矩阵无需进行正交化处理。

Ç欧拉角微分方程中包含三角函数的运算，
给实时计算带来困难，当P=90°时，方程式
出现“奇点”，使计算溢出。

cos cos 0 sin cos
1 sin sin cos cos si

cos
n

sin 0 cos

b
nbx
b
nby
b
nbz

P P R R P
R P R P R P
H R R

P

ω
ω
ω

    
    = −    
    −    

&

&

&

返回3.2 

垂
直
发
射
困
难
！
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3.2.2 方向余弦法

方向余弦法——用矢量的方向余弦来表示姿态矩阵的方法。
方向余弦表示的姿态矩阵

ib, jb, kb——沿载体坐标系轴向的单位矢量。ib在地理坐
标系内的方位完全可以由ib的三个方向余弦来确定，其
表达式为

用in, jn, kn——表示沿地理坐标系轴向的单位矢量。

nnbnnbnnbb kkijjiiiii )()()( ⋅+⋅+⋅=
)cos( nb ii ⋅

nnbnnbnnbb kkjjjjiijj )()()( ⋅+⋅+⋅=

nnbnnbnnbb kkkjjkiikk )()()( ⋅+⋅+⋅=
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方向余弦法
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写成矩阵形式为：
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矢量的坐标变换

旋转矢量的坐标变换

固定矢量的坐标变换

固定矢量的坐标变换是一个在空间大小和方向都不

变的矢量在两个不同方位的坐标系轴向分量之间的变
换关系，也即同一个矢量在两个不同的坐标系轴向投
影之间的变换关系。

是指一个矢量大小不变，但在方向上转动了一个位
置，这个矢量转动前和转动后在同一个坐标系轴向
分量之间的变换关系。
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固定矢量的坐标变换

brkZjYiXr bT
bbbbbb =++=

n:地理坐标系

一个矢量r，写成载体坐标系轴向分量形式：
b:载体坐标系

nrkZjYiXr nT
nnnnnn =++=

同一个矢量r，如果写成地理坐标系轴向分量形式：

nrbr nTbT =
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nCb b
n=

bT bT nTb
nb Cr nr r n= =

nTb
n

bT rCr =

由于r是同一个矢量，故

由于正交阵，故
n
b

b
n

Tb
n CCC == −1)()(

两边求转置
TnTTbTTb

n rrC )()()( =
bn

b
n rCr =

nb
n

b rCr =
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旋转矢量的坐标变换

由于动坐标系随同矢量转动，故rbT=rnT

r——转动前的矢量
r ′——转动后的矢量

假定有一个动坐标系和矢量固连，在矢量转动
前，取动坐标系b和参考坐标系n重合，则：

r=rnTn

nCb b
n= nCrr b

n
nT=′

r ′=rbTb

如果用r ′n表示转动后的矢量在参考坐标系轴向的
分量构成的矩阵，则

nTr nr′ = ′ b
n

nTnT Crr =′ nn
b

n rCr =′

nb
n

b rCr =

由于坐标系不动而是矢量转动，它
相应于矢量固定时坐标系方向转动

互逆

nT b
n nr C=
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方向余弦矩阵微分方程

由矢量相对导数和绝对导数的关系式

rωrr
×+= nb

bn dt
d

dt
d

假定地理坐标系为参考坐标系，作为参考
坐标系认为它在空间是不动的，即 0=

ndt
dr

r
dt
dr

nb
b

×−= ω b
bk
nbb

b
nbb rrr ωω −=×−= ][&

















−
−

−
==×

0
0

0
][

nbxnby

nbxnbz

nbynbz
bk
nb

b
nb

ωω
ωω

ωω
ωω

载体坐标系相对地理坐标系的转动角速度在b系轴
向分量的反对称矩阵（Skew symmetric matrix）



2010-03-19 26

方向余弦矩阵微分方程

另外，从固定矢量的坐标变换关系式有

nb
n

nb
n

b CC rrr &&& +=

nb
n

b rCr =
两边求导

0=nr&
bn

b
b
n

nb
n

b rCCrCr &&& ==
考虑

n
b

b
n

bk
nb CC&=− ω

b
nC

b
n

bk
nb

b
n CC ω−=&

两边同右乘

b
bk
nbb

b
nbb rrr ωω −=×−= ][&

bk
nb

n
b

n
b CC ω=&

bk
nb

Tbk
nb

bk
nb ωωω −==− )()( 1

返回3.2 



2010-03-19 27

方向余弦矩阵微分方程的几种表示形式

b
n

bk
nb

b
n CC ω−=&

bk
nb

n
b

n
b CC ω=&

式中的角速度都是用载体坐标系内的分量
表示的，如果角速度在地理坐标系轴向的
分量表示时，则可用角速度反对称矩阵的
相似变换来得到。

n
b

nk
nb

b
n

bk
nb CC ωω =

b
n

bk
nb

n
b

nk
nb CC ωω =

左式可以用展开的方式推导

nk
nb

b
n

b
n CC ω−=&

n
b

nk
nb

n
b CC ω=&

在捷联惯导系统中，由于陀螺是固联于载体上的，
所以直接测量的角速度是载体坐标系轴向的分量。

常用的姿态矩阵微分方程的4种形式。

那么计算时哪个公式最方便？



2010-03-19 28

方向余弦矩阵微分方程

陀螺仪测量的是载体相对于惯性空间的角速度

bk
nb

n
b

n
b CC ω=&

b
ibω

而式中需要的则是
bk
nbω 两者的关系为：

bk
in

bk
ib

bk
nb ωωω −= n

b
nk
ib

b
n

bk
ib CC ωω −=

)( bk
in

bk
ib

n
b

n
b CC ωω −=& n

b
nk
in

bk
ib

n
b CC ωω −=

包括载体的
姿态和航向
的变换角速
度，数值较
大（如飞机
可达400°/s）

则是地球角速
度和载体的位
移运动相对地
心形成的角速
度，这个角速
度比较小，一
般为每小时几
十度。

在实时计算上式时，第一
项需要用较高的速度计算
，用迭代算法时，迭代频
率要高，而第二项则可用
较低迭代频率计算。可以
看作是对第一项的修正。
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3.2.2.4 矩阵微分方程的解 bk
nb

n
b

n
b CC ω=&

dttCCtC
t bk

nb
n
b

n
b ∫+=

0
)()0()( ω

可用毕卡(Peano-Baker)逼近法求解，积分上式则有

下面是解方程的推导过程。

dtdttCCCtC
t bk

nb

t bk
nb

n
b

n
b ∫ ∫++=

0 0
])()0([)0()( ωω

dtdttCdtCC
t t bk

nb
bk
nb

n
b

t bk
nb ∫ ∫∫ ++=

0 00
)()0()0( ωωω

把等式右边的表达式逐次代入积分号内

∫ ∫ ∫∫ ∫∫ +++=
t t t bk

nb
bk
nb

bk
nb

n
b

t t bk
nb

bk
nb

t bk
nb

n
b dtdtdttCdtdtCdtCCtC

0 0 00 00
)()0()0()0()( ωωωωωω

dtdtdtICtC
t t bk

nb
bk
nb

t bk
nb

n
b ∫ ∫∫ ++=

0 00
)[0()( ωωω ∫ ∫ ∫ ++

t t t bk
nb

bk
nb

bk
nb

n
b dtdtdttC

0 0 0
......])( ωωω

第2次代入得

这样不断的进行代入，便得到

2

02
1

00 00 0
)(][][ ∫∫∫ ∫∫ ∫ ==

t bk
nb

t bk
nb

t t bk
nb

t t bk
nb

bk
nb dtdtddtdtdt ωωωωω

3

06
1

0 0 0
)()( ∫∫ ∫ ∫ =

t bk
nb

t t t bk
nb

bk
nb

bk
nb

n
b dtdtdtdttC ωωωω

变系数的齐次微分方程

第1次代入得

......][][)[0()( 3

06
12

02
1

0
++++= ∫∫∫

t bk
nb

t bk
nb

t bk
nb

n
b dtdtdtICtC ωωω

∫=
t bk

nb dtn
b eCtC 0)0()(

ω

故
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矩阵微分方程的解
∫=

t bk
nb dtn

b eCtC 0)0()(
ω ∫=∆+

+1

)()(
nt

nt
bk
nb dtn

b etCttC
ω

bk
nbdt

nt

nt
bk
nb θω ∆=∫

+1 bk
nbetCttC n

b
θ∆=∆+ )()(

















∆∆−
∆−∆

∆∆−
=∆

0
0

0

b
nbx

b
nby

b
nbx

b
nbz

b
nby

b
nbz

bk
nb

θθ
θθ

θθ
θ

2
321 )( bk

nb
bk
nb KKIKe

bk
nb θθθ ∆+∆+=∆

I—单位阵;K1, K2, K3—系数。

∆t=tn+1- tn

下面来求三个系数。由矩阵的特征方程

如果知道了K1, K2, K3三个系数，则矩阵指数函数就可以表示成

一个矩阵二次方程。
bk
nbθ∆ 来求它的特征值。

λθθ
θλθ
θθλ

θλ
b
nbx

b
nby

b
nbx

b
nbz

b
nby

b
nbz

bk
nbI

∆−∆
∆∆−
∆−∆

=∆− )det( ( ) ( ) ( ) 02223 =∆+∆+∆+ λθλθλθλ b
nbz

b
nby

b
nbx

( ) ( ) ( ) 2
0

222
θθθθ ∆=∆+∆+∆ b

nbz
b
nby

b
nbx 02

0
3 =∆+ λθλ λ1=0  λ2,3=±j∆θ0

令

将矩阵的特征值代入方程

λ=0， K1=1 

2
321 )( bk

nb
bk
nb KKIKe

bk
nb θθθ ∆+∆+=∆
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矩阵微分方程的解

λ=j∆θ0  

2
321 )( bk

nb
bk
nb KKIKe

bk
nb θθθ ∆+∆+=∆

λ=-j∆θ0

2
03021 )(0 θθθ ∆+∆+=∆ jKjKKe j

2
03021 )(0 θθθ ∆−+∆−=∆− jKjKKe j

2
031 )(2200 θθθ ∆−=+ ∆−∆ KKee jj 2

0

0
3 )(

cos1
θ

θ
∆

∆−
=K

02200 θθθ ∆=− ∆−∆ Kee jj

0

0
2

sin
θ

θ
∆

∆
=K

2
2
0

0

0

0 )(cos1sin bk
nb

bk
nbIe

bk
nb θ

θ
θ

θ
θ

θθ ∆
∆

∆−
+∆

∆
∆

+=∆

])(cos1sin)[()( 2
2
0

0

0

0 bk
nb

bk
nb

n
b ItCttC θ

θ
θ

θ
θ

θ
∆

∆
∆−

+∆
∆

∆
+=∆+ 矩阵微分方程的精确解

这个精确解的前提条件是

bk
nb

n
b

n
b CC ω=&

λ=0， K1=1 

+−

bk
nbdt

nt

nt
bk
nb θω ∆=∫

+1

这个式子只有在∆t=tn+1- tn内角速度矢量ωnb方向不变的条件下才有意义，由于转动
的不可交换性，当ωnb方向随时间变化时，角速度的积分是无意义的。
用方向余弦法求解姿态矩阵避免了欧拉角法方程退化的现象，可以全姿态工作，但
是，由于方向余弦矩阵具有九个元素，所有，解算矩阵微分方程时，实际上是结算
九个联立微分方程，一般说来，计算工作量比较大，为了减小计算工作量，可以采
用四参数法。
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3.2.3 四元数法

四元数理论是数学中的一个古老的分支，1943年由威廉.
哈密顿(William Hamilton)首先提出，目点是研究空间
几何，一种类似平面问题中使用复数那样的方法。但是
，这个理论建立以后，长期没有得到实际应用，直到空
间技术出现以后，特别是捷联式制导技术出现以后，这
一古老的数学分支，又重新受到人们的重视，得到了实
际的应用。

四元数的基本概念

四元数是由1个实数单位1和3个虚数单位i,j,k组成的含
有4个元的数，其形式为

q+=+++== 032103210 ),,,( qkqjqiqqqqqqQ

标量 矢量
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3.2.3 四元数法

l 3.2.3.1 四元数的基本概念
l 3.2.3.2 四元数理论
l 3.2.3.3 矢量坐标变换的四元数描述
l 3.2.3.4 四元数和方向余弦矩阵的关系
l 3.2.3.5 四元数微分方程
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3.2.3.1 四元数的基本概念
在平面问题中，一个复数Z=z1+jz2可以表示二维空间中的一个矢量. 

Re

Z

实轴

Im 虚轴

α

O

αα

α

sincos

21

zjz

ez

jzzZ
j

+=

=

+=

1−=j kujuiuu zyx ++=
1=u

kZujZuiZuZZ
q

z

q

y

q

x

q
43421434214342143421

3210

sinsinsincos αααα +++=
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四元数的基本概念

]sinsinsin[cos kujuiuZ zyx αααα +++=

ZQ =
0[cos qZ =α

1sin quZ x =α

2sin quZ y =α

3sin quZ z =α

]sin[cos

3210

α

α

u

Q

+=

=

+++=

αQ

eQ

kqjqiqq
u

(Quaternions)

由于它具有和复数类似的形式，可看作是复数的
推广，因此，也有“超复数”之称。

——四元数的3种表示形式
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坐标系的等效转动

E
'
bX

O

U

N

H&

'
bZ

'
bY

bX
''

bX

''
bY

''
bZ

bY

bZ

P&

R&

H

P

R

bX

rX θ

u

bY

rY

bZ rZ
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四元数的基本概念

如果用u表示欧拉轴向的单位矢量，则动坐标系的方
位，完全可由u和θ两个参数来确定。用u和θ两个参
数，可以构造一个四元数，

kqjqiqq

kujuiu zyx

3210

2
sin

2
sin

2
sin

2
cos

+++=

+++=
θθθθQ

2
cos0

θ
=q

2
sin1

θ
xuq =

2
sin2

θ
yuq = 2

sin3
θ

zuq =

cos sin
2 2

Q uθ θ
= +

如果把u写成分量的形式则：

四元数是张量为1的四元数，即 1)( 2
1

2
3

2
2

2
1

2
0 =+++= qqqqQ

这样的四元数称作“规范化”的四元数，而用来描
述刚体定点转动的四元数就称作变换四元数。

1
2

u
e

θ
=
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3.2.3.2 四元数理论

如果两个四元数对应的元素相等，则两个四元数相等。

Å四元数相等

k四元数相加
kji 3210 λλλλ +++=Λ

kmjmimm 3210 +++=Μ
kmjmimm )()()( 33221100 +++++++=+ λλλλΜΛ则

——对应元素相加
四元数相加，服从一般加法的交换律和结合律，即

ΛΜΜΛ +=+

)()( ΝΜΛΝΜΛ ++=++
（交换律）

（结合律）
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四元数理论

É四元数与标量相乘

kajaiaaa 3210 λλλλ +++=Λ
式中a——标量 ——各个元素分别乘以标量

aa ΛΛ =

)()( baab ΛΛ =

ΛΛΛ baba +=+ )(

ΜΛΜΛ aaa +=+ )( （分配律）

（交换律）

（结合律）
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四元数理论
Ñ四元数与四元数相乘

kji 3210 λλλλ +++=Λ
kmjmimm 3210 +++=Μ

)()( 32103210 kmjmimmkji ++++++= oo λλλλΜΛ

)( 321033221100 kmjmimmmmm +++−−−= λλλλλ

321

321

mmm

kji
λλλ+)( 3210 kjim λλλ +++

mλmλλm ×+⋅−++= 0000 mm λλ
——乘积的矢量形式

MoΛ
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四元数理论

)( 2332011033221100 mmmmimmmm λλλλλλλλ −+++−−−=ΜΛo

)()( 1221033031130220 mmmmkmmmmj λλλλλλλλ −+++−+++
——乘积的四元数形式











−++=
−++=
−++=
−−−=

122103303

311302202

233201101

332211000

mmmmn
mmmmn
mmmmn
mmmmn

λλλλ
λλλλ
λλλλ
λλλλ

Tnnnnn ][)( 3210=Q
T][)( 3210 λλλλλ =Q

Tmmmmm ][)( 3210=Q

0 0 1 2 3 0

1 1 0 1

2 2 3 0 1

3 2

2

3 3 2 1 0 3

n m
n m
n m
n m

λ λ λ λ
λ λ
λ λ λ
λ

λ λ
λ

λ λ λ

− − −    
    
    =
    
    −    

−
−

)()()( mMn QQ λ=

0 0 1 2 3 0

1 1 0 1

2 2 3

3 2

10 2

3 3 2 1 0 3

n m m m m
n m m
n m m m
n m m m m

m m
m

λ
λ
λ
λ

− − −     
     
     =

−     
     −  

−

  

-----矩阵四元数

)()()( λQQ mMn ∗= 矩阵的“核”
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四元数理论
M(λ)和M*(m)除元素不同外，其核互为转置。
这种四元数乘积的矩阵形式，也可推广到三个
以上的四元数乘积。如：

)()()()()(
)()()()()()(
mMPMPM

mPMMM
QQ

QQQ
λ

λλ
∗∗

∗

=ΜΛ=

=ΡΜ=ΡΜΛ

o

ooo

)()()()( λλ MPMPMM ∗∗ =
说明M*和M具有可交换性。而一般的矩阵相乘，则是不可交换的. 

)()()()()()( PmMMM QQQ λλ =ΡΜ=ΡΜΛ ooo

)()()( mMMM λ=ΜΛ o

)()(
)()()()()()(

λ

λ

Q
QQQ

ΡΜ=

=ΜΛ=ΡΜΛ
∗

∗∗∗

o

ooo

M
mMPMPM

)()()( mMPMM ∗∗∗ =ΡΜ o

——顺序相乘

——逆序相乘

)()( PM QΜΛ= o

类似正交阵的乘积的转置或方阵乘积的求逆，也是逆序
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四元数理论

ΛΜ≠ΜΛ oo

)()( ΡΜΛ=ΡΜΛ oooo

ΡΛ+ΜΛ=Ρ+ΜΛ ooo )(

——结合律

——分配律
n四元数的共轭

推理2 (Λ◦M)*= M*◦Λ*——两个四元数之积的共轭等于共轭
四元数等于两个四元数共轭之积取相反的顺序。

如果一个四元数为Λ=λ+λ
则定义其共轭四元数为Λ*=λ−λ

推理1 (Λ+M)*= Λ*+M*——四元数之和的共轭等于共轭之和

o四元数的范数

四元数的范数定义为
2
3

2
2

2
1

2
0 λλλλ +++≡Λ



2010-03-19 44

四元数理论

=Λ◦Λ* =Λ*◦Λ
||Λ||=1的四元数称为规范化的四元数。
||Λ◦M ||=||Λ|| ||M||=||M|| ||Λ||

á四元数的逆

则Λ-1◦Λ=Λ◦Λ-1

Λ
ΛΛ

∗
− =1

2
3

2
2

2
1

2
0 λλλλ +++≡Λ
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3.2.3.3 矢量坐标变换的四元数描述

式中xn, yn, zn为r在地理坐标系轴向的分量。
in, jn, kn为地理坐标系轴向的单位矢量。

一个矢量r在参考坐标系（这里用地理坐标系作参
考系）轴向的分量形式为

Rn就叫做矢量r在地理坐标系上的四元数影像。
i, j, k是四元数的虚数单位，而r则是四元数的矢量
部分。

用xn, yn, zn把r写成四元数形式即：

显然，如果认为i, j, k和in, jn, kn重合，则四元
数的矢量部分就是三维空间的矢量r本身。

r=xnin+yn jn+ znkn

Rn=0+xni+yn j+ znk =0+r
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旋转矢量的坐标变换

[定义]假设矢量r绕通过定点“O”的某一轴转动了一个
角度θ，则和矢量固联的动坐标系和参考坐标系之间的
变换四元数为：

2
sin

2
cos θθ uQ +=

式中u为转轴方向的单位矢量。这个四元数的范数为
12

3
2
2

2
1

2
0 =+++= qqqqQ

转动前的矢量用r表示，转动后的矢量用r′表示, 
则r和r′的关系可由四元数来描述，即

称作“规范化”的四元数.  

*' QrQr oo=

2
sin

2
cos* θθ uQ −=

黄式两边同时左乘Q*右乘Q得

四元数的共轭四元数

QQrQQQrQ oooooo **'* =

1** == QQQQ oo

1
2

sin
2

cos)
2

sin
2

(cos)
2

sin
2

(cos 22 =+=+−
θθθθθθ uu o

因为

QrQr oo '*=
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证明

O

'O
θ

r 'r

A
B

uA' 'O

A

OB

'OO

u
'O

r u

A

当矢量r绕OO′旋转时，矢端A在空间的轨迹是一个圆，这个
圆平面和转轴垂直，圆心为O′在旋转轴上。在圆上取一点B，
使∠AO′B=90°，则按矢量关系有下列关系式：

uurOO )(' ⋅= OO O'A r′ + = 因为 a⋅b=|a||b|cosα

O′B= u×O′A= u×( r−(r⋅u)u)

O′A =r− OO′= r−(r⋅u)u

= u×r −(r⋅u)u×u= u×r

u×u=0 O′B= u×r
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证明

A

B

θcosAO'
θ

'A

'O

θsinBO'

O

'O
θ

r 'r

A
B

uA'
如果Q=q0+q，R=r0+r则利用式可以写成矢量形式为：

利用上式将Q◦r◦Q*展开

321321
q

uQ
2

sin
2

cos

0

θθ
+=

q
r=R=r0+r   r0=0

0'' '

sin ( ) cos ( )sin
2 2 2
q

θ θ θ
= − ⋅ + + ×

q'

u r r u r
1442443 144424443

ΛοΜ= λ0 m0+λ0 m+ m0λ −λ⋅m+λ× m
O′A′ = O′A cosθ+ O′Bsinθ = cosθ ( r−(r⋅u)u)+ u×r sinθ

r′=OO′+O′A′
=(r⋅u)u+cosθr− cosθ (r⋅u)u+sinθ (u×r)
=(1− cosθ)(r⋅u)u +cosθ r+sinθ (u×r)

Q◦R= q0 r0+ q0r+qr0−q⋅r+q×r

cos sin ( )sin
2 2 2
θ θ θ

= − ⋅ + ×Q r r u r u ro

O′A = r−(r⋅u)u
O′B= u×r
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推导

0 0 0 0

2

'' '' *

*

* ( sin ( ) ) (cos sin )
2 2 2

sin cos ( ) sin ( ) cos (cos ( )sin )
2 2 2 2 2 2

(cos ( )sin )) ( sin

co

)
2

s ( )sin
2

2

2

2

q q''

q'' q

r uQ r Q u r u

u r u r u r u

r u

r

r

r u

q q q q

θ θ θ

θ θ θ

θ

θ θ θ

θ θ θ

θ

⋅

= − ⋅ + −

= − ⋅ + ⋅ + + ×

− + × ⋅

×

−

+o o o

144424443 1442443 1444442444443

14444442 3
*

(cos ( )sin )) ( sin )
2 2 2

q'' q

r u r uθ θ θ

×

+ + × × −
444444 144444424444443

2 2sin ( ) cos sin cos ( )
2 2 2 2

u r u r u rθ θ θ θ
+ ⋅ + + ×

rqrqqrRQ ×+⋅−++= 0000 rqrqo

第一项与第五项相消，第六项为零第四项与第七项合并

ururururu ××−×++⋅= )(
2

sin)(sin
2

cos)(
2

sin 222 θ
θ

θθ

2 2sin ( ) sin cos ( ) sin ( )
2 2 2 2

u r u r u u r uθ θ θ θ
+ × ⋅ − × − × ×

sin cos ( )
2 2

u rθ θ
+ ⋅sin cos ( )

2 2
u rθ θ

− ⋅=

q′′0 
q0，q 

q′′
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证明
ururururu ××−×++⋅= )(

2
sin)(sin

2
cos)(

2
sin 222 θ

θ
θθ

利用

2

22 2

2 2 ( )sin ( ) cos sin ( ) ]

2si

sin [( )
2 2

c sin ( )os sin
2

)
2

2

n (
2

θθ

θ θ

θ
θ

θ
θ

= ⋅ + ⋅

⋅

+ × − −

= +−

⋅

× +

u r u r u r

u r

u r uu u r

ur rr u

Q◦r◦Q* 

*' QrQr oo=

r′=OO′+O′A′
=(r⋅u)u+cosθr− cosθ (r⋅u)u+sinθ (u×r)
=(1− cosθ)(r⋅u)u +cosθr+sinθ (u×r)

(u×r)×u=(u⋅u)r−(u⋅r)u

sin ( ) (1 cos )( )cosθ θ θ= + × + − ⋅r u r u r u

Q◦r◦Q* 
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固定矢量的坐标变换
如果矢量固定不动，而动坐标系相对参考坐标系转动了一个角度，
则以四元数描述的矢量在两个坐标系上的分量的变换关系为

*' QrQr oo=

如果将四元数Q,R,M的四个元写成列矢量，即表示成
3.2.3.4 四元数和方向余弦矩阵的关系
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3
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m
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mQ

将固定矢量的坐标变换式，Rb =Q*◦Rr◦Q
写成矩阵形式，并以地理坐标系为参考坐标系，则有

)()(*)()( nb MM RQQQRQ ∗=Rb =Q*◦Rr◦Q

Rr =Q◦Rb◦Q* Rb =Q*◦Rr◦Q
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3.2.3.4 四元数和方向余弦矩阵的关系

)()(*)()( nb MM RQQQRQ ∗=

[ ]Tbbbb zyx0)( =RQ

[ ]Tnnnn zyx0)( =RQ 
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四元数与姿态矩阵的关系
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由四元数计算姿态矩阵

nb b
nC=
































=

















n

n

n

b

b

b

z
y
x

TTT
TTT
TTT

z
y
x

333231

232221

131211

由 可知上式可写为

2
3

2
2

2
1

2
033

103232

203131

103223

2
3

2
2

2
1

2
022

302121

203113

302112

2
3

2
2

2
1

2
011

)(2
)(2
)(2

)(2
)(2
)(2

qqqqT

qqqqT
qqqqT
qqqqT

qqqqT

qqqqT
qqqqT
qqqqT

qqqqT

+−−=

−=
+=
+=

−+−=

−=
−=
+=

−−+=

两个变换矩阵相等，即对应元
素相等，如果知道了变换四元
数的四个元，则可以求出姿态
矩阵的九个元素，并构成姿态
矩阵。

反之，如果知道了姿态矩阵的
九个元素也可以求出相应的变
换四元数的四个元。
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由姿态矩阵元素计算四元数

14)(43 2
0

2
3

2
2

2
1

2
0

2
0

2
3

2
2

2
1

2
0332211 −=+++−=−−−=++ qqqqqqqqqqTTT

)1(
4
1

332211
2
0 TTTq +++=

)1(
2
1

3322110 TTTq +++±= 2
1

2
03322 22 qqTT −=+

33221133223322113322
2
0

2
1 1)(21)(244 TTTTTTTTTTqq −−+=+−+++=+−=

)1(
2
1

3322111 TTTq −−+±=
2
2

2
03311 22 qqTT −=+

33221133113322113311
2
0

2
2 1)(21)(244 TTTTTTTTTTqq −+−=+−+++=+−=

)1(
2
1

3322112 TTTq −+−±= 2
3

2
02211 22 qqTT −=+

33221122113322112211
2
0

2
3 1)(21)(244 TTTTTTTTTTqq +−−=+−+++=+−=

)1(
2
1

3322113 TTTq +−−±=
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由姿态矩阵元素计算四元数
)1(

2
1

3322110 TTTq +++±=

)1(
2
1

3322111 TTTq −−+±=

)1(
2
1

3322112 TTTq −+−±=

)1(
2
1

3322113 TTTq +−−±=

符号可用如下方法确定，考虑相
对应的对角线对称的诸元素之
差，则有 








−=
−=
−=

211230

133120

322310

4
4
4

TTqq
TTqq
TTqq

先决定q0的符号，即可

0

1 23 32

2 31 13

3 12 21

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

sign q
sign q sign T T
sign q sign T T
sign q sign T T

= +

= −
= −
= −
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四元数与欧拉角的关系

定系Oxnynzn和动系Oxbybzb的转动角位置可以用一个
四元数Q表示，也可以用一组欧拉角(P,R,H)来表示

利用矢量r（坐标系相当于矢量）绕OO′轴旋转θ角变
为r′，用u表示转轴向的单位矢量，则r′=Q◦r◦Q*，

2
sin

2
cos θθ uQ +=

[定理]如果坐标系b经由Q确定的转动变为坐标系b′，
则Q在b和b′上的“映像”称为变换的特征四元数，用Qc

表示。
如果经过三次转动，则等效四元数由其三个特征四元
数的乘积决定，顺序与转动顺序相同。
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四元数与欧拉角的关系
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321 QQQQ oo=
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3 捷联式惯导系统

l 3.1 捷联式惯导算法概述
l 3.2 姿态矩阵的计算
l 3.3 姿态矩阵计算机执行算法
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3.2 姿态矩阵的计算

ll 3.2.1 3.2.1 欧拉角法欧拉角法

l 3.2.2 方向余弦法
l 3.2.3 四元数法
l 3.2.4 等效转动矢量法
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3.2.3 四元数法

l 3.2.3.1 四元数的基本概念
l 3.2.3.2 四元数理论
l 3.2.3.3 矢量坐标变换的四元数描述
l 3.2.3.4 四元数和方向余弦矩阵的关系
l 3.2.3.5 四元数微分方程
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3.2.3.5 四元数微分方程

2
sin

2
cos θθ uQ +=

dt
d

dt
d uuQ

2
sin

2
cos

2
1

2
1

2
sin θ

θ
θ

θ
θ

++−= &&

0=×=×= uuuωu
θ&

dt
d 1−=uuo

)
2

sin
2

(cos
2
1 θθ

θ uuQ += o&&

nωu =θ&
nω

n
nbω

QωQ o&
n2

1
=

*QωQω oo bn =

由

因为

是 的四元数形式。故四元数微分方程可以写成

如果将角速度表示在载体坐标系上，则由坐标变换得

QQωQQωQ oooo& *
2
1

2
1

bn ==

bωQQ
2
1

o& = bω
b
nbω是 的四元数形式。
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四元数微分方程

QωQ o&
n2

1
=

bωQQ
2
1

o& =

)()ω(
2
1)( qMq n QQ =&

)()ω(*
2
1)( qMq b QQ =&

写成矩阵形式

四元数微分方程的解，类似矩阵微分方程，
可用（Peano-Baker）逼近法求解。解为

0

)(*
2
1

)()(
2

1
=

∫= t

dtM
qeq

t

t b QQ
ω )0()(
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简写为
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][][ 2
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= 四元数微分方程的解析解

返回3.2 
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3.2.4 等效转动矢量法

l 3.2.4.1 转动的不可交换性
l 3.2.4.2 等效转动矢量微分方程
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3.2.4.1转动的不可交换性

)(Ex

)(Uz

)(Ny

°90俯仰

)(Ex

)(Uy

°90偏航

)(Sz

)(Ux

)(Sz

)(Wy

°−90俯仰

)(Ux
)(Wz

)(Ny

°−90俯仰

)(Ex

)(Uz

)(Ny

)(Ex )(Dy

)(Nz

°90偏航
°90俯仰

)(Dx

)(Wy

)(Nz

)(Dx
)(Ez

)(Ny

在力学中，刚体的有限转动是不可交换的。
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转动的不可交换性
转动的不可交换性决定了转动不是矢量，也就是
两次以上的不同轴的转动不能相加。

转动的不可交换性也反映在变换矩阵的合成上，如果坐标

系oxyz绕x轴转动θx角，变成ox1y1z1，再绕y1轴转动θy角

，变成ox2y2z2。则

对一个在空间方向随时间变化的角速度矢量进行积
分，则是无意义的。

角速度的积分是不能成立的，只能在很小的时间区间
内积分，把ω近似看作方向不变时，积分才能成立。

111 zyoxoxyz x→θ
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转动的不可交换性
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故

如转动的顺序相反，则

很显然

但对小角度，可以看作是矢量，如将θx ,θy都看作一阶小量

的小角度，则cosθ≈1，sinθ≈θ，在忽略二阶小量的情况下
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小角度的转动是可以交换的=小角度可以看作是矢
量，能按矢量相加

在对方向余弦矩阵微分方程和四元数微分方程求解
时，都用了角速度矢量的积分，即

∫
∆+

=∆
tt

t
dtωθ

显然，积分区间及采样周期必须很小，否则，计算结果
中会有很大的不可交换性误差，而采样周期太小，使计
算机实时计算工作量增大。为了消除不可交换性误差，
可采用等效转动矢量算法。
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3.2.4.2 等效转动矢量微分方程
动坐标系和参考坐标系之间的变换四元数为

2
sin

2
cos θθ uQ +=

式中u为等效转轴方向的单位矢量，θ为动坐标系
绕u轴转动的角度

bωQQ
2
1

o& = )()(2 * ttb QQω &o=

)(2 0000 qqqqqqqqqqb &&&&& ×−+−+=ω

按四元数相乘的规则展开得

mλmλλm ×+⋅−++=Λ 0000 mmM λλo

qq += 0Q

qq −= 0
*Q qq &&& += 0Q

θ=uθ

利用u和θ定义一个等效转动矢量
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等效转动矢量微分方程
qq −=−= 0

*

2
sin

2
cos θθ uQ

2
cos0

θ
=q

2
sinθu=q

2
sin

20
θθ&

& −=q
2

cos
22

sin θθθ uuq
&

&& +=

)cos1(sin θθθ −×++= uuuuω &&&
b

代入并稍作整理

)(2 0000 qqqqqqqqqqb &&&&& ×−+−+=ω

uuθ &&& θθ += uθu &&& θθ −=
uuuθuu ⋅−⋅=⋅ &&& θθ

1=⋅uu
0=⋅uu&

uθ ⋅= &&θ故

两边点乘u得
θ=uθ
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推导θ
θu = 2θ

θθ &&
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−
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=
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推导

22
)()sin1()cos1(

θθ
θ

θ
θ

θθθθθωθ
&&

& ××
−−

×
−+= b

)()()( θθθθθωθ &&& ××−×+= θθ CBb

2
cos1)(
θ

θ
θ

−
=B

)sin1(1)( 2 θ
θ

θ
θ −=C

等效转动矢量微分方程

)cos1(sin θθθ −×++= uuuuω &&&
b

2

)(
θ

θ
θθθθu
&

&& ××
+=

θ
θ

θ sin)(sin 3
θθθu
&

&
××

−=

)cos1( θ−×uu& )cos1(2 θ
θ

−
×

=
θθ&

ωb = 2

)(
θ

θθθθ
&

& ××
+ θ

θ
sin)(

3

θθθ &××
− )cos1(2 θ

θ
−

×
+

θθ&
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推导4444 34444 21
&&&

σ

θθθθθωθ )()()( ××−×+= θθ CBb )()()( θθθθθσ && ××−×= θθ CB

σωθ += b
&

∫ += dtb )( σωθ

)(
6
1

2
1 θθθθθωθ &&& ××−×+= b

)()(
2
1

bbb A ωθθωθωθ ××+×+= θ&








−

−=
)cos1(2

sin11)( 2 θ
θθ

θ
θA

则

还可推导出等效转动矢量的另外形式为

思考题

等效转动矢量的导数等于ωb再加一个修正量σ，使

成立

如果将B(θ)和C(θ)展开成级数并只取第一项







 +×+= θωθωθ &&

6
1

3
1

bb
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等效转动矢量微分方程

实际计算时可用三式中任何一式。根据ωb计算等
效转动矢量，用等效转动矢量代替方向余弦矩阵微分
方程或四元数微分方程中的∆θ，则可以消除计算的方
向余弦矩阵或四元数中的不可交换性误差。等效转动
矢量可以用预信息处理机来计算，然后用θ再计算四
元数或方向余弦矩阵。

以上介绍的4种方法，都可以用来确定一个动坐标系相
对参考坐标系的方位关系。在捷联惯导中，既可以用来
计算姿态矩阵，也可以用来计算位置矩阵，在实际的捷
联式惯导系统中，由于姿态矩阵的实时计算速度要快，
所以，比较多的是采用四元数法。而位置矩阵的实时速
度可以较慢，一般采用方向余弦法。
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3.3 姿态矩阵计算机执行算法

3.3.1 增量算法
3.3.1.1 定时增量算法
3.3.1.2 固定增量算法
3.3.2 数值积分法
3.3.2.1一阶龙格-库塔（Runge-Kutta）法
3.3.2.2二阶龙格-库塔法
3.3.2.3四阶龙格-库塔法

b
in

b
ib

b
nb ωωω −=
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3.3.1 增量算法
捷联式陀螺仪，不管是挠性陀螺仪还是光学陀螺仪，
表头输出是模拟量还是数字量，最终都要转换成数字
量，所以陀螺的输出是脉冲串，每个脉冲代表一个角
增量，在一个采样周期内，用陀螺输出的脉冲数乘以
标度因子即变成角增量，相应于： ∫

∆+
=∆

tt

t ibdtωθ

如果利用这个角增量直接计算姿态矩阵或姿态四
元数，则叫做增量算法。固定增量，陀螺的输出
只要达到规定的增量值即输入计算机进行计算。
定时增量，在规定的采用区间对陀螺输出进行采
样，而不管角增量的大小。

定时增量算法

固定增量算法
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3.3.1.1 定时增量算法 bk
nb

n
b

n
b CC ω=&

定时增量法是在每个采用周期T内，对陀螺的输出采样1次
。如果对3个陀螺的采样角增量分别为∆θx, ∆θy, ∆θz, 则

])(
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+∆

∆
∆

+=∆+
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3.3.1.1 定时增量算法
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))(()1)(())(()1( 31
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211121 SCnTCCnTSCnTnT xzyxzzyx θθθθθθθθ ∆+∆∆+∆−∆−+∆−∆∆=+

)1)(())(())(()1( 22
31211131 CCnTSCnTSCnTnT ycxzyyzx θθθθθθθθ ∆−∆−+∆−∆∆+∆+∆∆=+
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3.3.1.1 定时增量算法

)0(]}[2
sin

2
{cos)(
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0 qtq θ
θ
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∆

∆
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∆
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CSSS
SCSS
SSCS
SSSC

xyz

xzy

yzx

zyx

θθθ
θθθ
θθθ
θθθ C S

q0(n+1)= Cq0 (n)− S∆θ x q1(n) − S∆θ y q2(n) − S∆θ z q3(n)
q1(n+1)= S∆θ x q0 (n) + C q1(n) +S∆θ z q2(n) − S∆θ y q3(n)
q2(n+1)= S∆θ y q0 (n)− S∆θ z q1(n)+C q2(n) + S∆θ x q3(n)
q3(n+1)= S∆θ z q0 (n)+ S∆θ y q1(n)− S∆θ x q2(n)+Cq3(n)
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3.3.1.2 固定增量算法
固定增量算法是对陀螺仪输出按一定的增量大小进行采样，每
个陀螺的输出达到规定增量时即被送入计算机。增量大小的选
取按实时计算的要求和计算机的运算速度来确定，用∆θ表示
这个固定增量，当x陀螺的输出∆θx=∆θ时，按下式

2
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3.3.1.2 固定增量算法
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3.3.1.2 固定增量算法
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3.3.1.2 固定增量算法
如果接收到陀螺输出的顺序为x，y，z

∆θx=∆θ, ∆θy=∆θ,∆θz=∆θ

zyx
n
b

n
b CCCtCttC ∆∆∆=∆+ )()(

式中∆Cx, ∆Cy, ∆Cz,为在∆t区间中顺序接收到∆θx=∆θ, ∆θy=∆θ, ∆θz=∆θ所
构成的变换矩阵。如果接收陀螺增量的顺序改变，则矩阵相乘的顺序
也改变。

对
n
bC 是依次后乘

b
nC 是依次前乘

在实际计算时，是把sin∆θ和cos∆θ展成级数，取
一阶到四阶近似。也可直接写成sin或cos函数，
但在计算机中，还是按照一定精度取阶数。

课后请推导出一阶、二阶、三阶和四阶算法。

在计算过程中，如果同时接收到两个或三个陀螺的输出，考
虑到∆θ是小量，对应的矩阵相乘的顺序可以任意选取。
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3.3.1.2 固定增量算法
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如果接收到陀螺输出的顺序为x，y，z

∆θx=∆θ, ∆θy=∆θ,∆θz=∆θ

对四元数同样可以采用固定增量算法。

当x陀螺的输出∆θx=∆θ时，按下式





















∆−∆∆
∆∆−∆
∆−∆∆
∆−∆−∆−

0
0

0
0

xyz

xzy

yzx

zyx

θθθ
θθθ
θθθ
θθθ



29

四元数的固定增量算法
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相乘的顺序为接收到增量的顺序依次前乘。类似方向余弦
法的情况，把sin(∆θ/2)和cos(∆θ/2)展开成级数，取各阶近
似，则可以得到四元数固定增量算法的各阶近似算法。
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3.3.2 数值积分法
用数字计算机求解微分方程的数值积分法有很多，
这些方法都可以用来求解方向余弦微分方程和四元
数微分方程，可以根据计算的精度要求和计算机的
字长和运算速度选用不同的方法。

3.3.2.1 一阶龙格-库塔（Runge-Kutta）法

3.3.2.2 二阶龙格-库塔（Runge-Kutta）法
3.3.2.3 四阶龙格-库塔（Runge-Kutta）法
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3.3.2.1一阶龙格-库塔（Runge-Kutta）法
如果 )](),([)( ttXftX ω=&

)](),([)()( ttXTftXTtX ω+=+
bk
nb

n
b

n
b CC ω=& bk

nb
n
b
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n
b tTCtCTtC ω)()()( +=+
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C n
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对姿态矩阵微分方程

T11 (t+T)= T11 (t)+ T [ T21(t)ωz(t) − T31(t)ωy(t)]
T21 (t+T)= T21 (t)+ T [ T31(t)ωx(t) − T11(t)ωz(t)]
T31 (t+T)= T31 (t)+ T [ T11(t)ωy(t) − T21(t)ωx(t)]
T12 (t+T)= T12 (t)+ T [ T22(t)ωz(t) − T32(t)ωy(t)]
T22 (t+T)= T22 (t)+ T [ T32(t)ωx(t) − T12(t)ωz(t)]
T32 (t+T)= T32 (t)+ T [ T12(t)ωy(t) − T22(t)ωx(t)]
T13 (t+T)= T13 (t)+ T [ T23(t)ωz(t) − T33(t)ωy(t)]
T23 (t+T)= T23 (t)+ T [ T33(t)ωx(t) − T13(t)ωz(t)]
T33 (t+T)= T33 (t)+ T [ T13(t)ωy(t) − T23(t)ωx(t)]
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姿态矩阵微分方程的一阶龙格-库塔算法的矩阵形式为
)()()()( ttTCtCTtC bk

nb
n
b

n
b

n
b ω+=+ ])()[( TtItC bk

nb
n
b ω+=

bk
nb

bk
nb Tt θω ∆=)( ])[()( bk

nb
n
b

n
b ItCTtC θ∆+=+

])[()1( bk
nb

n
b

n
b InCnC θ∆+=+

可见，一阶龙格-库塔算法，和一阶增量算法完全相同。
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3.3.2.1一阶龙格-库塔（Runge-Kutta）法
如果 )](),([)( ttXftX ω=&
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对四元数微分方程 )()ω(*

2
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考虑[∆θ]≅T[ωb] 

)(]}[
2
1{)( tqITtq θ∆+=+

可将，四元数一阶龙格-库塔算法，和增量法的一阶算法也完
全一样。将上式写成元素的形式为
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3.3.2.1一阶龙格-库塔（Runge-Kutta）法
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= +

q0(t+T)= q0(t)+T/2[-ωx(t)q1(t)- ωy(t)q2(t)- ωz(t)q3(t)]
q1(t+T)= q1(t)+T/2[ωx(t)q0(t)+ ωz(t)q2(t)- ωy(t)q3(t)]
q2(t+T)= q2(t)+T/2[ωy(t)q0(t)- ωz(t)q1(t)- ωx(t)q3(t)]
q3(t+T)= q3(t)+T/2[ωz(t)q0(t)+ ωy(t)q1(t)- ωx(t)q2(t)]
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3.3.2.2二阶龙格-库塔法
Y= X(t)+ Tf[X(t),ω(t)]
X(t+T)= X(t)+T/2{ f[X(t),ω(t)]+ f[Y,ω(t+T)]} 
对姿态矩阵微分方程

)()()( ttCtC bk
nb

n
b

n
b ω=&

)()()( ttTCtCY bk
nb

n
b

n
b ω+=

)]()()([
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)()( TtYttCTtCTtC bk
nb
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n
b

n
b

n
b +++=+ ωω则
















=

332313

322212

312111

YYY
YYY
YYY

Y















=

332313

322212

312111

TTT
TTT
TTT

C n
b

















332313

322212

312111

TTT
TTT
TTT

















−
−

−
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332313

322212

312111

TTT
TTT
TTT

Y11 = T11 (t)+ T [ T21(t)ωz(t) − T31(t)ωy(t)]
Y21 = T21 (t)+ T [ T31(t)ωx(t) − T11(t)ωz(t)]
Y 31 = T31 (t)+ T [ T11(t)ωy(t) − T21(t)ωx(t)]
Y 12 = T12 (t)+ T [ T22(t)ωz(t) − T32(t)ωy(t)]
Y 22 = T22 (t)+ T [ T32(t)ωx(t) − T12(t)ωz(t)]
Y 32 = T32 (t)+ T [ T12(t)ωy(t) − T22(t)ωx(t)]
Y 13 = T13 (t)+ T [ T23(t)ωz(t) − T33(t)ωy(t)]
Y 23 = T23 (t)+ T [ T33(t)ωx(t) − T13(t)ωz(t)]
Y 33 = T33 (t)+ T [ T13(t)ωy(t) − T23(t)ωx(t)]
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3.3.2.2二阶龙格-库塔法
Y= X(t)+ Tf[X(t),ω(t)]
X(t+T)= X(t)+T/2{ f[X(t),ω(t)]+ f[Y,ω(t+T)]} 
对姿态矩阵微分方程

)()()( ttCtC bk
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=
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C n
b

T11(t+T)=T11(t)+T/2[T21(t)ωz(t)−T31(t)ωy(t)+Y21ωz(t+T)−Y31ωy(t+T)]
T21(t+T)=T21(t)+T/2[T31(t)ωx(t)−T11(t)ωz(t)+Y31ωx(t+T)−Y11ωz(t+T)]
T31(t+T)=T31(t)+T/2[T11(t)ωy(t)−T21(t)ωx(t)+Y11ωy(t+T)−Y21ωx(t+T)]
T12(t+T)=T12(t)+T/2[T22(t)ωz(t)−T32(t)ωy(t)+Y22ωz(t+T)−Y32ωy(t+T)]
T22(t+T)=T22(t)+T/2[T32(t)ωx(t)−T12(t)ωz(t)+Y32ωx(t+T)−Y12ωz(t+T)]
T32(t+T)=T32(t)+T/2[T12(t)ωy(t)−T22(t)ωx(t)+Y12ωy(t+T)−Y22ωx(t+T)]
T13(t+T)=T13(t)+T/2[T23(t)ωz(t)−T33(t)ωy(t)+Y23ωz(t+T)−Y33ωy(t+T)]
T23(t+T)=T23(t)+T/2[T33(t)ωx(t)−T13(t)ωz(t)+Y33ωx(t+T)−Y13ωz(t+T)]
T33(t+T)=T33(t)+T/2[T13(t)ωy(t)−T23(t)ωx(t)+Y13ωy(t+T)−Y23ωx(t+T)]
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3.3.2.3 二阶龙格-库塔法

先计算Yji,然后计算Tji(t+T),二阶龙格-库塔法不仅需要
t时刻的角速度，而且需要t+T时刻的角速度。
二阶龙格-库塔法也可以写出下列形式：

Y= X(t)+ Tf[X(t),ω(t)]
X(t+T)= X(t)+T/2{ f[X(t),ω(t)]+ f[Y,ω(t+T)]}
K= Tf[X(t),ω(t)]
Y= X(t) + K
P= Tf[Y,ω(t+T)]
X(t+T) = X(t)+1/2(K+P)



38

作业

1.  写出四元数乘积的三种表达形式。并推导其矢量表达式。

)()(
2
1

bbb A ωθθωθωθ ××+×+= θ&

2. 推导等效转动矢量的另外表达形式







 +×+= θωθωθ &&

6
1

3
1

bb









−

−=
)cos1(2

sin11)( 2 θ
θθ

θ
θA

3. 查阅最新文献资料，说明捷联惯导系统中姿态算法的发
展动向和现状（至少列出15篇文献，其中近5年文献至少
1/3，外文至少1/3，参考文献格式按照硕士论文中要求的
格式）。
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捷联式惯导系统

——捷联式惯导系统的误差分析

程向红
2010.04.09 
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捷联式惯导系统的误差分析

捷联式惯导系统

平台式惯导系统

数学平台

实体的物理平台

误差分析和规律有很多相似之处。
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3.8 捷联式惯导系统的误差分析

3.8.1 惯性仪表的安装误差和标度误差
3.8.2 计算误差
3.8.3基本误差特性
3.8.4 仿真技术



4

捷联式惯导系统的主要误差源

1、惯性仪表的安装误差和标度因子误差。

2、陀螺的漂移和加速度计的零位误差。

3、初始条件误差，包括导航参数和姿态航向
的初始误差。

4、计算误差，主要考虑姿态航向系统的计算
误差，也就是数学平台的计算误差。

5、载体的角运动所引起的动态误差。

• Initial alignment errors;
• Inertial sensor errors;  
• Computational errors. 

3
1,2,5
4
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3.8.1 惯性仪表的安装误差和标度误差

3.8.1.1 非正交变换
3.8.1.2 标度误差
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3.8.1.1 非正交变换

px
xzθ

ay

ax

py

o

yzθ V

H

考虑平面内一个正交坐标系oxpyp
和一个非正交坐标系oxaya

xp和xa之间的夹角为θxz，yp和ya之间的

夹角为θyz，且θxz ≠θyz。设一固定矢量

V，V和xp之间的夹角为H。





=
=

HVV
HVV

yp

xp

sin
cos

V在xa，ya上的投影为

V在xp，yp上的投影为





−=−=
+=−=

yzyzyzya

xzxzxzxa

HVHVHVV
HVHVHVV

θθθ
θθθ

sincoscossin)sin(
sinsincoscos)cos(

返回

返回

≅VcosH+Vθxz sinH
≅VsinH −VθyzcosH

Vxa≅VcosH+Vθxz sinH
Vya ≅VsinH −VθyzcosH
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+=
−=

yzaxzap

yzaxzap

yxy
yxx

θθ
θθ

cossin
sincos
















 −
=









a

a

yzxz

yzxz

p

p

y
x

y
x

θθ
θθ

cossin
sincos








 −
=

yzxz

yzxzp
aC

θθ
θθ

cossin
sincos Tp

a
a
p CC )(=

px
xzθ

ay

ax

py

o

yzθ V

H

pTp
a

a VCV )(= 















−

=








yp

xp

yz

xz

ya

xa

V
V

V
V

1
1
θ

θ





+−=
+=

ypxpyzya

ypxzxpxa

VVV
VVV

θ
θ

按固定矢量的坐标变换关系有

即








 −
≈

1
1

xz

yz

θ
θ

p系和a系之间的变换矩阵为：
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3.8.1.1 非正交变换





−≈
+≈

yzya

xzxa

HVHVV
HVHVV

θ
θ

cossin
sincos
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=
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HVV

yp

xp

sin
cos
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yp

xp
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xz
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V
V

V
V

1
1
θ

θ




+−=
+=

ypxpyzya

ypxzxpxa

VVV
VVV

θ
θ

说明黄式的变换是正确的

从正交坐标系变换到非正交坐标系的变换是成立的

正交坐标系 非正交坐标系





−≈
+≈

yzya

xzxa

HVHVV
HVHVV

θ
θ

cossin
sincos

成立！
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3.8..1.1 非正交变换

ap
a

p VCV =
















 −
=









ya

xa

xz

yz

yp

xp

V
V

V
V

1
1

θ
θ





+−≈
−+≈

xzyzyp

yzxzxp

HVHVHVV
HVHVHVV

θθ
θθ

coscossin
sinsincos

如果把Va变换成Vp（从非正交系到正交系的变换），即

（先假设成立）









−
+








 −
=

yz

xz

xz

yz

HVHV
HVHV

θ
θ

θ
θ

cossin
sincos

1
1

展开并略掉二阶微量得





=
=

HVV
HVV

yp

xp

sin
cos

≠
ap

a
p VCV ≠

这是因为一个矢量分解到正交坐标
系是按投影关系，而分解到非正交
坐标坐标系则不是按投影关系。

v从非正交坐标系变换到正交坐标系的变换是不成立。

非正交坐标系 正交坐标系

回看
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θxz，θyz分别表示x轴和y轴绕z轴的转动小角度

px
xzθ

ay

ax

py

o

yzθ V

H

2 2 2

2 2

2 cos(180 (90 ))

2 sin( )
xa ya xa ya xz yz

xa ya xa ya xz yz

V V V V V

V V V V

θ θ

θ θ

= + − ° − ° − +

= + + −

pTp
a

a VCV )(=

v如果θxz−θyz =0，即满足投影关系（在
实际系统中这常常是不相等的），从数
学上讲，从上述分析可知，一个非正交
变换阵与其转置的乘积不等于单位阵。

p
aC

pTp
a

p
a

ap
a VCCVC )(= ICC Tp

a
p
a ≠)( p

aC p
a

p
a CIC ∆+=
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=∆

0
0

xz

yzp
aC

θ
θ

Tp
a

p
a

Tp
a

p
a

Tp
a

p
a CCICICICC )())(()( ∆+∆+=∆+∆+=

等式两边乘以

写成

（展开时忽略二阶小量）

3.8..1.1 非正交变换
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安装误差的表示
ap

a
Tp

a
p

a
p VCCCV 1])([ −=

ap
a

Tp
a

p
a VCICCI ][])([ 1 ∆+∆+∆+= −

ap
a

Tp
a

p
a VCICCI ]][)([ ∆+∆−∆−=

ap
a

Tp
a

Tp
a VCCCI ])()([ ∆∆−∆−=

aTp
a VCI ])([ ∆−=

Tp
a

p
a CIC )(~

∆−≡
p

aC~ p
aC

ap
a

p VCV ~
=

p
aC~

令
所以，用 代替

而使非正交坐标变换也具有正交变换类似的形式，即

从非正交坐标系变换到正交坐标系是成立的。

pTp
a

p
a

ap
a VCCVC )(=
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安装误差的表示

将平面（两轴）的情况推广到立体（三轴）的情况，如三个陀螺
仪的三个输入轴应该与载体坐标系的三个轴重合，但由于安装或
工艺等有误差，总存在误差。每个加速度计或陀螺仪输入轴的安
装误差可用两个参数来描述。

O

bX

bY

bZ

xzθ

aX

aY

aZ
zyθ zxθ

yxθ

yzθ

xyθ

OXbYbZb是正交系，OXaYaZa是非正
交系，两组坐标系之间，可由θxz，
θyz，θyx，θzx，θxy，θzy6个参数表
示。也即从Xb到Xa由θxz，θxy决定，
从Yb到Ya由θyx，θyz决定，从Zb到Za
由θzx，θzy决定。由于安装误差都是
小量，所以非正交坐标系与载体坐
标系（正交坐标系）之间的变换矩
阵，按上面的推导可以写成：

b
a

b
a CIC ∆+=
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安装误差的表示
b
aC∆
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0
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yxxy

zxxz

zyyz
b
aC

θθ
θθ

θθ

















−
−

−
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0
0

0

100
010
001

)(~

zxzy

yxyz

xyxz
Tb

a
b
a CIC

θθ
θθ
θθ

















−
−

−
=

1
1

1

zxzy

yxyz

xyxz

θθ
θθ

θθ

式中 可以写成：

a
fS~ b

fS

a
f

Tb
a

a
f

b
a

b
f SCISCS ~])([~~

∆−==

1
1

1

b
fx xz xy fx
b
fy yz yx fy
b
fz zy zx f

a

z
a

a

S S
S S
S S

θ θ
θ θ
θ θ

    −
    = −     
    −    

%

%

%

如将加速度计测量的比力 正确地变换到载体坐标系

其变换关系应为

同样，如果欲将陀螺测量的角速度
g
ibω% b

ibω

g
ib

Tb
g

g
ib

b
g

b
ib CIC ωωω ~])([~~

∆−==

正确地变换到载体坐标系

其变换关系为
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安装误差

a
f

Tb
a

a
f

b
a

b
f SCISCS ~])([~~

∆−==

g
ib

Tb
g

g
ib

b
g

b
ib CIC ωωω ~])([~~

∆−==

1])([ −∆− Tb
aCI

ICICI Tb
a

Tb
a ≈∆+∆− ])(][)([

两边同乘

b
f

Tb
a

b
f

Tb
a

a
f SCISCIS ])([])([~ 1 ∆+≈∆−= −

b
ib

Tb
g

g
ib CI ωω ])([~ ∆+=

如果加速度计的安装误差角为3'，载体的运动加速度为
0.1g，则安装误差相当于10-4g的加速度零位误差。对陀
螺仪，如果有1'的安装误差角。则在静基座上工作时，
大约产生0.004°/h等效漂移。
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3.8.1.2 标度误差 Scale-factor errors

qa

qg

加速度计的标度因子

陀螺仪的标度因子

m/s2/脉冲

rad/s/V
qac

qgc
存放在计算机内的标度因子

采样得到的脉冲数 标度因子 得到所要的增量

qa ≠ qac

qa与qg是通过测试确定

的，并存在计算机内

速度增量(加速度)

角速率

parts per million(ppm) 

Scale-factor error non-linearity (at high rotation rates) 0.01-0.1%

Scale-factor error (uncompensated temperature effects) up to 400ppm/°/C
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3.8.1.2 标度误差




+=
+=

)(
)(

gggc

aaac

KIqq
KIqq
















=

az

ay

ax

a

K
K

K
K

00
00
00

















=

gz

gy

gx

g

K
K

K
K

00
00
00

式中:Ka——由3个加速度计的标度因子误差量组成的对角阵，无量纲

Kg——由3个陀螺仪的标度因子误差量形成的对角阵，无量纲
g
ibxω

gx

g
ibx

q
n

ω
= gcxq

gx

g
ibx

gcx q
q ω

×

当x轴向陀螺输出角速度为 时，则相应的电压输出量(或脉冲数)为

,在计算机内乘以标度因子 ,则在计算机内得到增量为

g
ibxgx

g
ibx K ωω )1(~ +=

g
ibygy

g
iby K ωω )1(~ +=

g
ibzgz

g
ibz K ωω )1(~ +=对y轴和z轴完全相同，分别为
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3.8..1.2 标度误差

g
ibg

g
ib

g
ib

g
ib K ωωωω =−=∆ ~

a
fa

a
f

a
f

a
f SKSSS =−=∆

~

由标度因子误差所引起的角速度误差为

比力误差为

假设陀螺仪的标度因子误差为0.001，那么，在静基座上，
由其产生的等效陀螺仪漂移大约为0.001×15°/h。如果沿载
体某一轴向的加速度为0.1g，当标度因子误差为0.001时，
则等效的加速度零位误差100µg。

习惯上称为陀螺仪和加速度计的标度误差。

由此可见,为了保证惯性导航系统的精度，对标度因子误差的
要求是严格的，对捷联式陀螺,标度因子误差通常在
5~50ppm，加速度计的标度因子误差最大不超过
200ppm(ppm=parts per million)。
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3.8..1.2 标度误差

如果同时考虑安装误差和标度误差，并考虑陀螺仪本
身的标度误差和加速度的零位误差则有







+∆++=
∇+∆++=
εωω b

ib
Tb

gg
b
ib

b
f

Tb
aa

b
f

CIKI
SCIKIS
])()[(~
])()[(~







+∆++=
∇+∆++=
εωω b

ib
Tb

gg
b
ib

bTb
aa

b
f

CKI
fCKIS

])([(~
])([(~

式中：∇——加速度计的零位误差，mg；
ε——陀螺仪的漂移误差，°/h。

将上式展开，并略掉二阶微量得
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3.8.2 计算误差
3.8.2.1    计算误差的产生
3. 8.2.1.1 量化误差
3. 8.2.1.2 不可交换性误差
3. 8.2.1.3 截断误差
3. 8.2.1.4 舍入误差
3. 8.2.2   方向余弦法的计算误差分析
3. 8.2.2.1 误差评价函数
3. 8.2.2.2 计算误差分析
3. 8.2.3    四元数法的误差分析
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3.8.2.1 计算误差的产生

在捷联式惯导系统中，主要的计算问题是姿态矩阵和位
置矩阵的计算，而其中又以姿态矩阵的计算工作量最
大。

从对信号采样算起，计算误差包括：量化误差、不可
交换误差、计算方法上的截断误差和计算机有限字长
的舍入误差等。
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3.8.2.1.1 量化误差

连续的模拟信号f(t)，按一定时间间隔T，逐点的取其瞬时值，这个过程称为
采样。连续的模拟信号f(t)经过采样之后变为离散的模拟信号f*(t)，两个采样
值之间的时间间隔，称为采样周期。

一个连续的模拟信号转化成计算机需要
的离散数字信号，要经历2个断续过程

（1）时间断续—采样过程。

)(tf

t
0

)(* tf

t
0

)(* tf

t
0

采样信号f*(t)在数值上表示成最小位二进制数的整倍数。这个过
程称为正量。采样信号f*(t)经过正量后，变成离散的数字信号 )(* tf

正量过程造成的误差称为量化误差。量化误差可表示为： )()( **
1 tftfe −=

(a)连续的模拟信号 (b)离散的模拟信号 (c)离散的数字信号
（2）数值断续—正量过程。

T



22

2
1)()(

011
eq

e

qede
q

deepeeE e === ∫∫
∞

∞−

在量化过程中,对剩余部分“e”,有两种处理方法: 
Å“只舍不入”的正量过程

这种正量过程，量化误差只有正值，它可以取0∼qe(量化电
平)之间的任意值，而且机会均等，因而是在(0，qe)上均匀
分布的随机变量。误差的均值或误差的数学期望为

Ç“有舍有入”的正量过程
12

1)
2

()())((
2

0
222 eq

e

e qede
q

qedeepeEe e =−=−= ∫∫
∞

∞−
σ

p(e):概率密度函数.最大误差为emax=qe

)()( **
1 tftfe −=

这种正量过程,类似四舍五入的方法,即小于q/2时舍去;大于q/2

时,进入.正量误差 有正有负。它可以取-q/2 ~ q/2
之间的任意值,且机会均等,故在(-q/2 , q/2)上均匀分布的随机变量。

误差均值E[e]=0  

q e

p(e)
q
13.8.2.1.1 量化误差
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2max
eqe =

12
1)()())((

2
2

2

222 e
q

q
e

q
ede

q
edeepeEe

e

e
==−= ∫∫ −

∞

∞−
σ

在实际的惯导系统中，为了有效地减小量化误差，还可以采
取一些“抗量化措施”。例如，把量化的剩余量寄存起来，等
到累计到一个量化值时即进入。

最大正量误差为

误差的方差为

比较两种正量化的方法，当然是“有舍有入”的方法为好。

e

p(e)

q
1

2
q

−
2
q

+

3.8.2.1.1 量化误差
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3.8.2.1.2 不可交换性误差

转动的不可交换性说明刚体的有限转动不是矢量。因
此，不能按矢量合成或分解的方法来处理转动。

bX

rX

u

bY

rY

bZ rZ

θ∆3
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减小不可交换性误差的方法，除了选择适当的计算方法
之外，从根本上来说，只有减小陀螺采样的角增量，即
增大采样频率，使∆θ平方以上的各项小到可以忽略的程
度。但是，采样频率的提高，增大了计算机的负担，在
实际系统设计中，要将采用的算法阶次和采样频率统一
考虑。高采样频率，可以用较低阶的算法。采样频率较
低时，可以用较高阶的算法。

3.8.2.1.2 不可交换性误差
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3.8.2.1.3 截断误差

显然，低阶算法截断误差大，高阶算法截断误差小。从
降低截断误差考虑，采用高阶算法为好。但是高阶算法
计算量大，增大计算机负担。为了减小计算机负担，就
减小计算频率，这样，又降低了计算精度，在实际系统
中，要将采用的算法和采样频率统一考虑。高采用频
率，可以用较低阶的算法。采样频率低时，可以用较高
阶的算法。

在介绍的各种机上执行算法，本质上都采用有限项
级数，而将高阶项截去，其截断的部分，就是截断
误差。
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3.8.2.1.4 舍入误差

数字计算机的字长是有限的,但现在不成为瓶颈问题。



28

3.8.2.2 方向余弦法的计算误差分析

5.2.2.1 误差评价函数
Ĉ

Ĉ

用“C”表示理想的变换矩阵，用“
将矩阵的上下标省掉，则理想矩阵和计算矩阵的差值为：

取∆C的范数为评价函数，则

”表示计算的变换矩阵

∆C=C-

{ }
1
2ˆ ˆ ˆ( ) ( )TC C C Tr C C C C ∆ = − = − − 

Tr:为矩阵的“迹”ˆ ( )C C I E= +

{ }
1
2ˆ ( ( )) ( ( ))TC C Tr C C I E C C I E − = − + − + 

( ){ }
1
2ˆ )TC C Tr E E− =
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3.8.2.2.1 误差评价函数

表明,用E可以表明计算的变换矩阵偏离其理想阵
的程度。用eij表示E的元素，根据矩阵理论，一
个任意矩阵，可以分解为一个对称阵和一个反对
称阵的和。我们将E分解，可以写成

( ){ }
1
2ˆ )TC C Tr E E− =

11 12 13

21 22 23

31 32 33

e e e
E e e e

e e e

 
 =  
  

13 31 13 3112 21 12 21
11

23 32 23 3221 12 21 12
22

13 31 32 23 31 13 32 23
33

0
2 2 2 2

0
2 2 2 2

0
2 2 2 2

e e e ee e e ee

e e e ee e e ee

e e e e e e e ee

+ −+ −   
   
   

+ −+ −   = +   
   + + − −   
      

11 3 2 3 2

3 22 1 3 1

2 1 33 2 1

0
0

0

e S S V V
S e S V V
S S e V V

−   
   = + −   
   −   

1 ( ) 1, 2,3
2k ij jiS e e i= + =

1 ( ) 1,2,3, 1,2,3
2k ij jiV e e j k= − = =
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( )
1
2ˆ T T

D D D DC C C Tr S S V V ∆ = − = + 

利用上面的两个式子可以用模拟仿真的方法

定量的分析计算误差。

即E可以写作
E=SD+VD

( ){ }
1
2ˆ )TC C Tr E E− =

11 3 2 3 2

3 22 1 3 1

2 1 33 2 1

0
0

0

e S S V V
S e S V V
S S e V V

−   
   −   
   −   

3 2 11 3 2

3 1 3 22 1

2 1 2 1 33

0
0

0

V V e S S
V V S e S
V V S S e

−   
   −   
   −   

3.8.2.2.1 误差评价函数
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3.8.2.2.2 计算误差分析

11 12 13

21 22 23

31 32 33

c c c
C c c c

c c c

 
 =  
  

2 2 2
11 21 31

2 2 2
12 22 32
2 2 2
13 23 33

1

1

1

c c c
c c c
c c c

+ + =


+ + = 
+ + = 

两个正交坐标系之间的变换矩阵C，是正交阵，正交阵
具有如下的性质：CTC=I

表示

11 12 21 22 31 32

12 13 22 23 32 33

13 11 23 21 33 31

0
0
0

c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c

+ + = 
+ + = 
+ + = 

正交
阵的
正交
条件

正交阵的列矢量（或行矢量）为
单位矢量。一个坐标系轴向的三
个单位矢量经过正交阵C变换到另
一个坐标系时仍为单位矢量。即
经过正交变换后矢量长度不变。

说明矩阵C的三个列矢量（或行
矢量）是相互正交的，即沿一
个正交坐标系轴向的三个正交
单位矢量经过C变换后仍为一组
正交矢量。
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Ĉ
ˆ ( )C C I E= +

ˆ ˆ ( ) ( )T T TC C I E C C I E= + +

ˆ ˆT TC C I E E= + +
T
D DS S= T

D DV V= −

ˆ ˆ 2T
DC C I S= +

1 ˆ ˆ( )
2

T
DS C C I= −

考虑有计算误差的计算矩阵

将上式展开并将E看作小量，略掉二阶微量则有

考虑到

则有：

说明，计算的矩阵已不再是正交阵，其非正交误
差为2SD。定义“SD”为计算矩阵的非正交误差。

CTC=I 

3.8.2.2.1 误差评价函数
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1 ˆ ˆ( )
2

T
DS C C I= −

2 2 2
11 11 21 31

2 2 2
22 12 22 32

2 2 2
33 13 23 33

1 ˆ ˆ ˆ( 1)
2
1 ˆ ˆ ˆ( 1)
2
1 ˆ ˆ ˆ( 1)
2

e c c c

e c c c

e c c c

= + + −

= + + −

= + + −

1 12 13 22 23 32 33

2 13 11 23 21 33 31

3 11 12 21 22 31 32

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

S c c c c c c
S c c c c c c
S c c c c c c

= + +
= + +

= + +

可以看出:e11,e22,e33为矢量长度改变的误
差，即原来一组单位矢量，经过 变换

后，就不再是单位矢量了，这种误差称为
刻度误差。

Ĉ

Ĉ如果C是正交阵,则S1= S2= S3=0,因为
不是正交阵。即一组正交的矢量,经
变换后，就变成一组非正交矢量
了，S1，S2，S3的值就是误差，这

种误差称为扭斜误差，或称不对称
误差。

Ĉ

3.8.2.2.1 误差评价函数
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3.8.2.3 四元数法的误差分析
用“Q”表示理想的变换四元数

表示计算的四元数Q̂
0

0

0

sin
2Q=cos

2

θ
θ

θ

∆
∆

+ ∆
∆

θ 0cos
2

C θ∆
=

0

0

sin
2S

θ

θ

∆

=
∆

1
2

2
01

8
θ∆

−
1
2

2
01

8
θ∆

−
2
01

2 48
θ∆

−

2 4
0 01

8 384
θ θ∆ ∆

− +
2
01

2 48
θ∆

−

Cn Sn

1
阶次

1

2

3

4

Q= Cn +Sn∆θ

n n x n y n zC S i S j S kθ θ θ= + ∆ + ∆ + ∆

0 1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆq q i q j q k= + + +

Q可写作



35

四元数法的误差分析续1
按四元数和方向余弦矩阵的关系，与Q̂对应的方向余弦矩阵为

2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2 2 2
1 2 0 3 0 1 2 3 2 3 0 1

2 2 2 2
1 3 0 2 2 3 0 1 0 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( ) 2( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( ) 2( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( ) 2( )

q q q q q q q q q q q q
C q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

 + − − + −
 = − − + − + 
 + − − − + 

刻度误差与扭斜误差

正交坐标系之间的变换矩阵

( ) ( )2 22 2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{( ) 2( ) 2( ) 1)}
2

q q q q q q q q q q q q= + − − + − + + −

2 2 2
11 11 21 31

1 ˆ ˆ ˆ( 1)
2

e c c c= + + −
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四元数法的误差分析续2

( ) ( )2 22 2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{( ) 2( ) 2( ) 1)}
2

q q q q q q q q q q q q= + − − + − + + −

2 2 2 2 2
0 1 2 3

1 ˆ ˆ ˆ ˆ{( ) 1}
2

q q q q= + + + −

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 2 3 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{( ) 2( )( ) ( ) 4( ) 1}
2

q q q q q q q q q q q q q q q q= + − + + + + + + + + −

4 4 2 2 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 0 1 2 3 2 3 0 2 0 3 1 2 1 3

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ 2 2 2( )
2

q q q q q q q q q q q q q q q q= + + + + + − + + +

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 0 3 1 3 0 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ4( ) 1}q q q q q q q q+ + + + −

4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4
0 0 1 0 2 0 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ{ 2 2( ) 2 1}
2

q q q q q q q q q q q q q q q q= + + + + + + + + + −
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四元数法的误差分析-刻度误差

式中
2 2 2 2
0 1 2 3

ˆˆ ˆ ˆ ˆq q q q Q+ + + =

精确的变换四元数应为规范化的四元数，即范数为1。而计
算的四元数的刻度误差，就是其范数偏离1的数值。可见，
由于计算误差的存在，使计算的四元数失去规范性。计算
的四元数也可以周期地进行规范化处理，以消除刻度误
差。

四元数的规范化问题

是计算四元数的“范数”
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四元数法的误差分析-扭斜误差

1 12 13 22 23 32 33ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆS c c c c c c= + +

( )2 2 2 2
1 2 0 3 1 3 0 2 0 1 2 3 2 3 0 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( )2( ) 2( )q q q q q q q q q q q q q q q q= + − + − + − +

2 2 2 2
0 1 2 3 1 2 0 3 1 3 0 2

2 2 2 2
1 2 0 3 0 1 2 3 2 3 0 1

2 2 2 2
1 3 0 2 2 3 0 1 0 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( ) 2( )
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( ) 2( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( ) 2( )

q q q q q q q q q q q q
C q q q q q q q q q q q q

q q q q q q q q q q q q

 + − − + −
 = − − + − + 
 + − − − + 

( )2 2 2 2
2 3 0 1 0 1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2( )q q q q q q q q+ − − − +

2
1 2 3ˆ ˆ ˆ4q q q=

2
0 1 2ˆ ˆ ˆ4q q q− 2

0 1 3ˆ ˆ ˆ4q q q+ 2
0 2 3ˆ ˆ ˆ4q q q− 2

0 2 3ˆ ˆ ˆ2q q q+ 3
0 1ˆ ˆ2q q+ 2

1 2 3ˆ ˆ ˆ2q q q− 3
0 1ˆ ˆ2q q−

3
2 3ˆ ˆ2q q+ 2

2 0 1ˆ ˆ ˆ2q q q+ 3
2 3ˆ ˆ2q q− 2

0 1 3ˆ ˆ ˆ2q q q− 2
2 3 0ˆ ˆ ˆ2q q q+ 2

2 3 1ˆ ˆ ˆ2q q q− 3
2 3ˆ ˆ2q q− 3

2 3ˆ ˆ2q q+

3
0 1ˆ ˆ2q q− 3

0 1ˆ ˆ2q q+ 2
0 1 2ˆ ˆ ˆ2q q q+ 2

0 1 3ˆ ˆ ˆ2q q q−

=0

Si=0 计算的四元数没有扭斜误差
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计算四元数的漂移误差

用Rb表示一个固定矢量在b坐标系轴向的分量构成的四元数，
用Rn表示一个矢量在n坐标系上分量构成的四元数，如果Q是坐
标系b和坐标系n之间的变换四元数，则有

Rn=Q。Rb。Q*

考虑Q有误差，即计算的四元数
式中:Q*为Q共轭四元数

Q̂
' *ˆ ˆR Q R Qn b= o o * 'ˆ ˆR Q R Qb n= o o

* ' *ˆ ˆR Q Q R Q Qn n= o o o o

' *R Q R Qn nδ δ= o o

即n′相对n有一个等效转动，用φ表示其转角，则有

即n与n′之间的变换四元数为δQ。*Q̂QQ o≡δ
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计算四元数的漂移误差

Q=cos sin
2 2
φ φ

δ
φ

+
φ cos 1

2
φ

≈

sin
2 2
φ φ

≈

Q 1
2

δ = +
φ

Q=C+S( )x y zi j kθ θ θ∆ + ∆ + ∆

2
0=2[CC +SS +(SC C )( ) 1]n n n n x y zS i j kθ θ θ θ∆ ∆ + ∆ + ∆− −

C+S( )] [C S ( )] 1}x y z n n x y zi j k i j kθ θ θ θ θ θ∆ + ∆ + ∆ ∆ + ∆ + ∆o= 2{[ − −

Q̂=C +S ( )n n x y zi j kθ θ θ∆ + ∆ + ∆

2(SC C )i n n iSφ θ= ∆−
=1

考虑到φ为小量

n′相对n有一个等效转动，用φ表示其转角，则有

*Q̂QQ o≡δ

)1Q̂Q(2 * −=φ o

φ

φ

i=x，y，z
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变换四元数的规范化

0 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆQ q q i q j q k= + + +

0 1 2 3Q q q i q j q k= + + +

3
2 2

0

ˆ( )i i
i

D q q
=

= −∑
3

2

0

1 0i
i

g q
=

= − =∑

规范化的四元数

计算的四元数

用最小二乘判据,求最优规范化的变换四元数

考虑约束条件

用拉格朗日乘数法,求在约束条件下的极值
3 3

2 2

0 0

ˆ( ) 1i i i
i i

q q qλ
= =

 
= − + − 

 
∑ ∑2D gφ λ= +

ˆ2( ) 2 0i i i
i

q q q
q
φ

λ
∂

= − − + =
∂

0,1,2,3i =

ˆ
1

i
i

qq
λ

=
+

3
2

0
2

ˆ
1

(1 )

i
i

q

λ
= =
+

∑

1
3 2

2

0

1 1
1

ˆi
i

q
λ

=

=
+  

 
 
∑

1
3 2

2

0

ˆ

ˆ

i
i

i
i

qq

q
=

=
 
 
 
∑ 2 2 2 2

0 1 2 3

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

i
i

qq
q q q q

=
+ + +

由于计算方法上的截断
误差和计算机舍入误
差，使计算的变换四元
数的范数不等于1，变
换四元数失去规范性，
从而出现刻度误差。
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3.8.3 捷联式惯性导航系统的基本误差特性

3.8.3.1 数学平台的误差方程
3.8.3.2 速度误差方程
3.8.3.3 位置误差方程
3.8.3.4 系统误差方程
3.8.3.5 误差传播特性(静基座)
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3.8.3.1 数学平台的误差方程

捷联式平台的计算误差，其性质类似陀螺的安装误差、
刻度误差（标度误差）和漂移误差。所以，在分析误差
特性时可以把计算误差归并到惯性仪表误差来考虑。

捷联式惯性导航系统和平台式惯导系统的主要区别，是前
者用数学平台而后者用实体物理平台，从基本原理上看，
两种系统没有本质的区别。

在静基座上或匀直运动时，捷联式系统的基本特性，包
括误差特性，应与平台式惯导系统基本相同。

由于载体的角运动造成的惯性仪表
的动态误差，对捷联式系统来说，
是相当严重的，必须采用专门的补
偿措施。

设备与模型
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3.8.3.1 数学平台的误差方程
( )n n n n n
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陀螺仪的实际输出

计算值

计算值

推导

注意共轭
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数学平台的误差方程

ω ω (ω ω )b b n n
ie en ie en+ = +*Q Qo o

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆω ω (ω ω )b b n n
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数学平台的误差方程

Q 1
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δ = +
φ Q
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&
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数学平台的误差方程

即数学平台误差角方程的矢量形式，对平台式惯导系统同样
也适用。n表示地理坐标系，n′表示计算的地理坐标系，n′与
n之间有一误差，不可能完全重合。

( )n n n n n
ib ie en ie enδ δ δ= − + + − + ×ω ω ω ω ω& % % %φ φ

φ表示n′坐标系相对n坐标系转动的角度，也称失准角(misalignment)
n
ibω~δ εωωδ +∆+= n

ib
Tb

gg
n
ib CK ])([~：为陀螺误差，

在分析基本误差特性时，为了简单起见，只考虑陀螺漂移，则
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数学平台的误差方程
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捷联式惯导系统

——捷联式惯导系统的误差分析

程向红
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3.8.3 捷联式惯性导航系统的基本误差特性

3.8.3.1 数学平台的误差方程
3.8.3.2 速度误差方程
3.8.3.3 位置误差方程
3.8.3.4 系统误差方程
3.8.3.5 误差传播特性(静基座)
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3.8.3.1 数学平台的误差方程

捷联式平台的计算误差，其性质类似陀螺的安装误差、
刻度误差（标度误差）和漂移误差。所以，在分析误差
特性时可以把计算误差归并到惯性仪表误差来考虑。

捷联式惯性导航系统和平台式惯导系统的主要区别，是前
者用数学平台而后者用实体物理平台，从基本原理上看，
两种系统没有本质的区别。

在静基座上或匀直运动时，捷联式系统的基本特性，包
括误差特性，应与平台式惯导系统基本相同。

由于载体的角运动造成的惯性仪表
的动态误差，对捷联式系统来说，
是相当严重的，必须采用专门的补
偿措施。

设备与模型
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3.8.3.1 数学平台的误差方程
( )n n n n n

ib ie en ie enδ δ δ= − + + − + ×ω ω ω ω ω& % % %φ φ
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陀螺仪的实际输出
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计算值

推导

注意共轭
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数学平台的误差方程

ω ω (ω ω )b b n n
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数学平台的误差方程
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数学平台的误差方程

即数学平台误差角方程的矢量形式，对平台式惯导系统同样
也适用。n表示地理坐标系，n′表示计算的地理坐标系，n′与n
之间有一误差，不可能完全重合。

( )n n n n n
ib ie en ie enδ δ δ= − + + − + ×ω ω ω ω ω& % % %φ φ

φ表示n′坐标系相对n坐标系转动的角度，也称失准角(misalignment)
n
ibω~δ εωωδ +∆+= n

ib
Tb

gg
n
ib CK ])([~：为陀螺误差，

在分析基本误差特性时，为了简单起见，只考虑陀螺漂移，则
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数学平台的误差方程
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ib ie en ie enδ δ δ= − + + − + ×ω ω ω ω ω& % % %φ φ

0
cos
sin

n
ie ie

ie

L
L

ω
ω

 
 =  
  

ω
0

sin
cos

n
ie ie

ie

L L
L L

δ ω δ
ω δ

 
 = − 
  

ω

N

n E
en

E

v
R

v
R

v tgL
R

 − 
 
 =  
 
 
  

ω

2sec

N

n E
en

E E

v
R
v
R

v vtgL L L
R R

δ

δ
δ

δ
δ

 − 
 
 =  
 
 +
  

ω

2

0
sin

cos
sec

0 ( )sin ( )cos

( )sin 0

( ) cos 0

N

E E
E

N N ie

U U ie
E E

ie ie
E

N
ie N

U
N

ie

v
R
vL L
R

L L v vtgL L L
R R

L L
vL
R

vL
R

δ

φ ε
δ

φ ε ω δ
φ ε ω δ δ

δ

ω λ ω λ
φ

ω λ φ
φ

ω λ

 − 
  −     
       = − + − +       
     −        +

  
 
 + − +

 
 + − + −
 
 
 +
 

&

&

&

& &

&

&


 
 
  

cos
Ev

R L
λ =&



9

3.8.3.2 速度误差方程
( )2n n n n n n

en ie en env f v gω ω= − + × +&

(2 ) (2 )n n n n n n n n n
ie en ie enδ δ δ δ δ= + × − + × − + ×v f f ω ω v ω ω v& φ

nnTb
aa

n CK ∇+∆+= ff ])([δ

利用速度方程，对其进行扰动可以推出速度误差方程：

式中δfn为加速度计误差在n坐标系内的向量表示。

推导 （坐标系是东北天）载体相对地球运动的加速度为

(2 )ie en= − + × +v f v g& ω ω

在捷联式惯导系统中，加速度计直接安装在载体上，故上式为

ˆ ˆ ˆˆ(2 )b b b b b b
ie en= − + × +v f v g%& ω ω
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3.8.3.2 速度误差方程
推导 在捷联式惯导系统中，加速度计直接安装在载体上，故上式为

ˆ ˆ ˆˆ(2 )b b b b b b
ie en= − + × +v f v g%& ω ω

为加速度计
测量的比力

为计
算值

ˆδ = −v v v& & &
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en
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nie
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ˆ b b b
ie ie ieδ= +ω ω ω
ˆ b b b

en en enδ= +ω ω ω

定义加速度误差为

则

ˆ b b bδ= +v v v
ˆ 0− =g g
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ie ie
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ie en

b
nδδ δδ = − +− + + × + ++ ×v f f vv v%& ω ω ωωω ω

(2 ) (2 )b bb b b b
en ene

b
i

bb
i eδ δδ δ= − − + × +− ×vv f vf%& ω ωω ω

上式展开并略掉二阶微量得

从b坐标系变换到n坐标系则有δ v&
* *ˆ ˆn b bδ = −v Q f Q Q f Q%& o o o o

*[(2 ) (2 ) ]b b b b b b
ie en ie enδ δ δ− + × + + ×Q v v Qo oω ω ω ω
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3.8.3.2 速度误差方程
推导

从b坐标系变换到n坐标系则有δ v&
* *ˆ ˆn b bδ = −v Q f Q Q f Q%& o o o o

*[(2 ) (2 ) ]b b b b b b
ie en ie enδ δ δ− + × + + ×Q v v Qo oω ω ω ω

b b bδ= +f f f%

* * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆbb bδ= +Q f Q Q Q Q f Qf%o o o o o o

* ** * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆb n nδ= +Q f QQ f Q Q Q Q QQ f Q%o o oo oo o oo o

考虑

f b =Q*◦f n◦Q
δf b =Q*◦δf n◦Q

则

由 *ˆδ ≡Q Q Qo
* *ˆδ ≡Q Q Qo

δQδQ*

=δQ*◦fn◦δQ+δQ*◦δf n◦δQ

则

δQ=1+φ/2=1+0.5φ，δQ*=1−0.5φ由 上式展开并略掉二阶微量得

利用ΛοΜ=λ0m0+λ0m+m0λ−λ⋅m+λ×m

=(1−φ/2)◦ f n◦(1+φ/2)+(1−φ/2)◦δf n◦(1+φ/2) 
= f n+f n×φ +δfn 

f n

二阶微量+δfn×φ

(2 ) (2 )n n n n n n n n n
ie en ie enδ δ δ δ δ= + × − + × − + ×v f f v v& φ ω ω ω ω
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速度误差方程
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3.8.3.3 位置误差方程

NvL
R

=& NvL
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δ
δ =&
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R L
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cos cos
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δ
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3.8.3.4 系统误差方程

捷联式惯导系统的误差方程

数学平台误差方程

速度误差方程

位置误差方程

Uv&δ

[ ]( ) T
E N E N Ut v v Lδ δ φ φ φ δ δλ=x

[ ]TUNENEt 00)( εεε −−−∇∇=B

由于惯导系统的垂直通道是发散的，通常不用。所以

取状态变量

可以不考虑

则系统误差方程为

)()()()( tttFt Bxx +=&

cos cos
E Ev v tgL L

R L R L
δ

δλ δ= +&

( )n n n n n
ib ie en ie enδ δ δ= − + + − + ×ω ω ω ω ω& % % %φ φ

(2 ) (2 )n n n n n n n n n
ie en ie enδ δ δ δ δ= + × − + × − + ×v f f v v& φ ω ω ω ω

NvL
R

δ
δ =&
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3.8.3.4 系统误差方程

可以看出，由于Fi7(i=1,2,…7)=0，所以δλ是在系统回路之
外，不影响系统动态特性，可以不考虑。

另外，为了简单起见，考虑系统在静基座的情况。

( )n n n n n
ib ie en ie enδ δ δ= − + + − + ×ω ω ω ω ω& % % %φ φ

(2 ) (2 )n n n n n n n n n
ie en ie enδ δ δ δ δ= + × − + × − + ×v f f v v& φ ω ω ω ω

NvL
R

δ
δ =&

cos cos
E Ev v tgL L

R L R L
δ

δλ δ= +&

在黑板上写系统误差方程！
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3.8.3.5 误差传播特性(静基座)
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0 1/ 0 0 0 0

E ie E E

N ie N N

E ie ie E E

N ie ie N

U ie ie U

v L g v
v L g v

R L L
R L L

tgL R L L
L R L

δ ω δ
δ ω δ
φ ω ω φ ε
φ ω ω φ
φ ω ω φ
δ δ

− ∇     
     − ∇     
     − − −

= +     − − −     
     
     
     

&

&
&

&

&

& 0

N

U

ε
ε

 
 
 
 
 
 
 −
 
 

)()()( ttFt Bxx +=&

vE=vN=vU=0,  fE=fN=0, fU=g 零姿态
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误差传播特性(静基座)常值矩阵

sX(s)-x(0)=FX(s)+B(s)
取拉氏变换

)()()( ttFt Bxx +=&

1( ) ( ) [ (0) ( )]X s sI F x B s−= − +
( ) [ (0) ( )]
( )

N s x B s
s

= +
∆

6 4 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2
s s s5 sin co s 2 2 sin 2 co sie ie ie ies s L s L s s L s Lω ω ω ω ω ω ω+ + + + +

2 4 4 2 4 2 2 2 4 2 4 2 2 4 2
s s s4 sin 4 sin co s s co s sinie ie ie ies L s L L L Lω ω ω ω ω ω ω+ + + + +

( )s sI F∆ = −

2 2 4 2 2 2 2 4( )[ 2 ( 2 sin L) ]ie s ie ss s sω ω ω ω= + + + +

R
g

s =2ω

4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2
s s( ) 4 sin L ( ) 2 ( ) ( )ie ie ie ie ies s s s s s sω ω ω ω ω ω ω= + + + + + + +

(s^6*R^2+5*s^4*R^2*wie^2*sinL^2+s^4*R^2*wie^2*cosL^2+2*s^4*R*g+2*wie
^2*sinL^2*g*s^2*R+2*s^2*R*g*wie^2*cosL^2+4*s^2*R^2*wie^4*sinL^4+4*s^2
*R^2*wie^4*sinL^2*cosL^2+g^2*s^2+g^2*wie^2*cosL^2+g^2*wie^2*sinL^2)

Matlab仿真

( )s∆
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误差传播特性(静基座)

(s) 0∆ =
2 2 4 2 2 2 2 4( )[ 2 ( 2 sin L) ] 0ie s ie ss s sω ω ω ω+ + + + =

022 =+ ies ω
4 2 2 2 2 42 ( 2 sin L) 0s ie ss s ω ω ω+ + + =

ieis ω±=2,1
2 24e

ie

T hπ
ω

= =

3
6

9.8 1.24 10 /
6.3 10s sω −= = ×

×
ies ωω >>

2 2 2 2[ ( sin L) ][ ( sin L) ] 0s ie s ies sω ω ω ω+ + + − =

3,4 ( sin L)s ies i ω ω= ± +

5,6 ( sin L)s ies i ω ω= ± −

可近似分解为

2 2 2 2 2 2 4
s( sin L) ( sin L) ( sin L)s ie s ie s ieω ω ω ω ω ω ω− + = − ≈

40.729 10 /ie sω −= ×
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(0) sin( sin L) (0) sin( sin L)
2 (0) cos( sin L) sin

s ie s ie

ie s

t t
t t

α α ω ω α ω ω
α ω ω

= + + −
=

R
g

s =ω s
2 84.4 min

s

T π
ω

= =

2 34
sin LF

ie

T hπ
ω

= =

hT
ie

e 242
==

ω
π

表示系统中还包含有角频率ωs+ωiesinL和ωs−ωiesinL的两种振
荡运动,由于ωs>>ωiesinL,它们合在一起就产生差频,如

产生一个频率为ωs的振荡，而其幅值为2α(0)cos(ωiesinL)t，即振
荡幅值是随cos(ωiesinL)t而变化的。因此，合成的振荡具有调幅的
性质。

àè舒拉振荡

这些基本特性，捷联式惯导系统和平台式惯导系统是一样的

àè地球周期振荡

àè傅科振荡

3
种
振
荡

傅科振荡是速度误差中的2ωiesinLδvN , 2ωiesinLδvE，两项引起的。

当L=45°

误差传播特性(静基座)
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思考题：请分别研究

1. 陀螺漂移引起的系统误差
2. 加速度计的零位误差引起的导航误差
3. 初始对准对系统误差的影响
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3.8.4 仿真技术

l3.8.4.1 系统模型与仿真
l3.8.4.2 系统仿真的类型
l3.8.4.3 系统仿真的一般步骤
l3.8.4.4 仿真技术在捷联惯导系统中的应用
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3.8.4.1 系统模型与仿真

古希腊原子论创始人德谟克利特（公元前460-公元前370）的
著作《世界大系统》一书。系统：任何事物都是在联系中显现
出来的，都是在系统中存在的，系统联系规定每一事物，而每
一联系又能反映系统联系的总貌。

系统

G.戈登在其所著的《系统仿真》一书中说：系统这个术语已经在
各个领域用得如此广泛，以致很难给它下一个定义。

戈登:按照某些规律结合起来，互相作用、互相依存的所有
实体的集合或总和。

定义一个系统时，首先要确定系统的边界。尽管世界上的事物
是相互联系的，但当我们研究某一对象时，总是要将对象与环
境区别开来。边界确定了系统的范围，边界以外对系统的作用
称为系统的输入，系统对边界以外的环境的作用称为系统的输
出。
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描述系统“三要素”

实体

属性

活动

实体确定了系统的构成，也就是系统的边界. 

属性也称为描述变量，描述每一实体的特征. 

活动定义了系统内部实体之间的相互作用，从
而确定了系统内部发生变化的过程.
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模型

2. 先构造模型，通过对模型的试验来代替或
部分代替对真实系统的试验。

为了研究、分析、设计和实现一个系统，需要进行试验。

传统上主要采用第一种方法，随着科学技术的发展，尽管第一
种方法在某些情况下仍然是必不可少的，但第二种方法日益成
为人们更为常用的方法，主要原因在于：

两大类试验
的方法

1. 直接在真实系统上进行。
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第二种方法日益成为更为常用的方法的主要原因

l 系统还处于设计阶段，真实的系统尚未建立，人们
需要更准确地了解未来系统的性能，只能通过对模
型的试验来了解；

l 在真实系统上进行试验可能会引起系统破坏或发生
故障，例如，对一个处于运行状态的化工厂系统或
电力系统进行没有把握的试验将会冒巨大的风险；

l 需要进行多次试验时，难以保证每次试验的条件相
同，因而无法准确判断试验结果的优劣；

l 试验时间太长或费用昂贵。
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在模型上进行试验日益为人们青睐，建模技术也随之发展起来

两大类
模型为

物理模型

数学模型

采用一定的比例尺按照真实
系统的“样子”制作.

在实际建模时，要求不同，模型描述的详细程度也不尽
相同，也称为表示的水平不同，具体地有:

用数学表达式来描述系统的内在规律. 

沙盘模型就是物理模型的典型例子
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模型描述的详细程度不尽相同，即表示的水平不同

不仅定义了系统的输入与输出，而且还定义了
系统内部的状态及状态转移函数。

行为水平 亦称为输入输出水平

该水平的模型将系统视为一个“黑盒”，在输入
信号作用下，只对输出进行测量。

分解结构水平 将系统看成若干个“黑盒”连接起来，定义
每个“黑盒”的输入与输出，以及它们相互
之间的连接关系。

状态结构水平
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“仿真”的技术定义
1961年，G.W.Morgenthater首次对“仿真”进行了技术定义：
“仿真意指在实际系统尚不存在的情况下对于系统或活动本质
的实现”。

Korn在1978年的著作《连续系统仿真》中将仿真定义为“用
能代表所研究的系统的模型作实验”。

1982年，Spriet进一步将仿真的内涵加以扩充，定义为“所有
支持模型建立与模型分析的活动即为仿真活动”。

Oren在1984年在给出了仿真的基本概念框架“建模——实验—
—分析”的基础上，提出了“仿真是一种基于模型的活动”的定
义，被认为是现代仿真技术的一个重要概念。
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无论哪种定义, 仿真基于模型这一基本观点是共同的

现代仿真技术均是在计算机支持下进行的,因此,系统仿真也
称计算机仿真。系统仿真有三个基本的活动,即系统建模，仿真
建模和仿真实验,联系这三个活动的是系统仿真的三要素,即系
统、模型、计算机（包括硬件和软件）.

综上，“系统、模型、仿真”三者之间有着密切的关系。系统
是研究的对象，模型是系统的抽象，仿真是通过对模型的实
验达到研究系统的目的。

系统

模型 计算机

系统建模

仿真建模

仿真实验
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现代仿真技术
传统上，“系统建模”这一活动属于系统辨识技术范畴，仿

真技术则侧重在“仿真建模”，即针对不同形式的系统模型研
究其求解算法，使其在计算机上得以实现。至于“仿真实验”
这一活动，也往往只注重“仿真程序”的检验
（Verification），至于如何将仿真实验的结果与实际系统的
行为进行比较这一根本性问题(Validation)缺乏从方法学的高
度进行研究。

现代仿真技术的一个重要进展是将仿真活动扩展到上
述三个方面，并将其统一到同一个环境中。在系统建
模方面，除了传统的基于物理学、化学、生物学、社
会学等基本定律及系统辨识方法外，现代仿真技术提
出了用仿真方法确定实际系统的模型。基于模型库的
结构化建模，采用面向对象建模（object-oriented 
modeling）方法，在类库的基础上实现模型拼合与重
用。
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现代仿真技术

一个实验框架定义一组条件，包括：模型参数、输入变量、
观测变量、初始条件、终止条件、输出说明。

在仿真建模方面

采用模型与实验分离技术，即模型数据驱动（data driven）
将模型又分为参数模型和参数值两部分，参
数值属于实验框架的内容之一

仿真实验时，只需对参数模型赋予具体参数值，就形成了一个特
定的模型，大大提高了仿真的灵活性和运行效率。

模型参数与相对应的参数模型分离开来

在仿真实验方面 将实验框架与仿真运行控制区分开来

这样，当需要不同形式的输出时，不必重新修
改仿真模型，甚至不必重新仿真运行。

将输出函数的定义也与仿真模型分离开来
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现代仿真的概念框架

仿真问题描述

特定模型：

参数模型

参数值

实验：
实验框架

仿真运行控制

行为处理分析显示

结构行为轨迹行为

模型行为仿真数据

模型行为及处理

行为产生

仿真建模

仿真实验

输出处理
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3.8.4.2 系统仿真的类型

根据模型的种类分类

根据仿真所采用的计算机类型分类

根据仿真时钟与实时时钟的比例关系分类

根据系统模型的特性分类

物理仿真

数学仿真

半实物仿真

离散事件系统仿真

连续系统仿真

数字模拟混合仿真

模拟计算机仿真

数字计算机仿真

实时仿真

亚实时仿真

超实时仿真
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根据模型的种类分类

按照真实系统的物理性质构造系统得物理模型，并在物理模型上

进行实验的过程称为物理仿真。物理仿真的优点是直观、形象。在
计算机问世以前，基本上是物理仿真，也称为“模拟”。物理仿真的
缺点是：模型改变困难，实验限制多，投资大。

对实际系统进行抽象，并将其特性用数学关系加以描述而得到

系统的数学模型，对数学模型进行实验的过程称为数学仿真。计算
机技术的发展为数学仿真创造了环境，使得数学仿真变得方便、灵
活、经济，因而数学仿真亦称为计算机仿真。数学仿真的缺点是受
限于系统建模技术，即系统的数学模型不易建立。
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第三类称为半实物仿真，即数学模型与物理模型甚至实物
联合起来进行实验。对系统中比较简单的部分或对其比较
清楚的部分建立数学模型，并在计算机上加以实现；而对
比较复杂的部分或对规律尚不清楚的系统，其数学模型的
建立比较困难，则采用物理模型或实物。仿真时将两者连
接起来完成整个系统的实验。

根据模型的种类分类
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根据仿真所采用的计算机类型分类

仿真技术是伴随着计算机技术的发展而发展的。在计算机问世前，
基于物理模型的实验一般称为“模拟”，它一般附属于其他相关学
科。自从计算机特别是数字计算机出现以后，其高速计算能力和巨
大的存储能力使得复杂的数值计算成可能，数字仿真技术得到蓬勃
的发展，从而使仿真形成一门专门学科——系统仿真学科。
按所使用的仿真计算机类型也可将仿真分为三类：模拟计算机仿

真、数字计算机仿真和数字模拟混合仿真。
模拟计算机本质上是一种通用的电气装置，这是20世纪50~60年
代普遍采用的仿真设备。将系统数学模型在模拟机上加以实现并进
行试验称为模拟机仿真。
数字计算机仿真将系统数学模型用计算机程序加以实现，通过运

行程序来得到数学模型的解，从而达到系统仿真的目的。
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根据仿真时钟与实时时钟的比例关系分类

实际动态系统的时基称为实际时钟，而系统仿真时模型所采用
的时钟称为仿真时钟。
1.实时仿真，即仿真时钟与实际时钟完全一致，也就是模型仿
真速度与实际系统运行的速度相同。当被仿真的系统中存在物
理模型或实物时，必须进行实时仿真，例如各种训练仿真器就
是这样，有时也称在线仿真。
2.亚实时仿真，即仿真时钟慢于实际时钟，也就是模型仿真的
速度慢于实际系统运行的速度。当仿真速度要求不苛刻的情况
下均是亚实时仿真，例如大多数系统离线研究与分析，有时也
称为离线仿真。
3.超实时仿真，即仿真时钟快于实际时钟，也就是模型运行速
度快于实际系统运行的速度。例如大气环流的仿真、交通系统
的仿真等等。
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3.8.4.3 系统仿真的一般步骤
实际系统

模型与形式化

形式建模

可信否

仿真建模

程序设计

仿真模型校验

正确否

仿真运行

仿真结果分析

结束

正确否

N

N

N

Y

Y

Y
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3.8.4.4 仿真技术在捷联惯导系统中的应用

计算机仿真 半物理仿真

建模

编程

验证

结果分析与结论

实际数据
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思考题

1. 推导数学平台误差角方程式

( )n n n n n
ib ie en ie enδ δ δ= − + + − + ×ω ω ω ω ω& % % %φ φ

2. 推导并说明速度误差方程式

各项的物理概念。

(2 ) (2 )n n n n n n n n n
ie en ie enδ δ δ δ δ= + × − + × − + ×v f f v v& φ ω ω ω ω
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捷联式惯导系统

初始对准
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内容提要

6 捷联惯导系统的初始对准
6.1 惯导对准的一般要求和原理
6.2 粗对准原理

l 6.3 精对准原理
l 6.4 卡尔曼滤波在初始对准中的应用
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6 捷联惯导系统的初始对准

6.1 惯导对准的一般要求和原理
6.2 粗对准原理
6.3 精对准原理
6.4 卡尔曼滤波在初始对准中的应用
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6.1 惯导对准的一般要求和原理

惯导家族成员均是由加速度计测得的加速度经两次积分而求
得。要进行积分必须要知道初始条件:初始速度，初始位
置，初始姿态。而捷联惯导系统中初始对准的另一个关键问
题是要在较短的时间内以一定的精度确定出从载体坐标系到
地理坐标系的初始变换矩阵。

1.为何要对准？

精确、快速。传感器精度高，同时对陀螺、加速度计进行补偿

2.对准的要求
n
bC
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3.对准的方法和过程

方法：光的方法，天文的方法

过程：分两步即粗对准和精对准
自主对准，不依赖外信息，受控式（依赖外信息）

粗对准：利用重力和地球自转角速率，直接估算初始姿态矩阵。

有些状态是不能直接测量的，因此必须采用状态估计器，估
计出状态。当把系统考虑为确定性系统时，则状态估计器是
状态观测器，当将系统考虑为随机系统时，则状态估计器是
Kalman滤波器。

精对准：精确校正计算参考坐标系n′与真实参考坐标系n
之间的小失准角φ。

如果采用状态反馈控制时，可将Kalman滤波技术应用于对准。
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6.2 粗对准原理

l 6.2.1解析式粗对准
l 6.2.1.1 对准方法描述
l 6.2.1.2 误差分析
l 6.2.2 一次修正粗对准
l 6.2.2.1 对准方法描述
l 6.2.2.2 误差分析
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6.2.1解析式粗对准

1( ) ( )n b b T
b n nC C C−= =

取导航坐标系为地理坐标系（n系ENU）。初始对准时，载
体处于静止状态，加速度计测量的是重力加速度矢量在载体
坐标系中的分量，陀螺仪测量的是地球速率矢量在载体坐标
系b中的分量。这两个分量在导航坐标系n中的分量是已知
的，并且是常值。变换矩阵 n

bC

可由ωie及g在b和n坐标系中的估值计算出来。重力矢量
nb

n
b C gg =

n
ie

b
n

b
ie C ωω =

ieωgν ×=

如定义

nb
n

b C vv =

1[( ) ] ( )n n T b T
bC −= g g( ) ( ) ( )b T n T b T

nC=g g

1[( ) ] ( )n n T b T
b ie ieC −= ω ω

1[( ) ] ( )n n T b T
bC v v−=

1
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

n T b T

n n T b T
b ie ie

n T b T

C
v v

−
   
   =    
      

g g
ω ω

对准方法描述
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对准方法描述[ ]( ) 0 0n T g= −g

[ ]( ) 0 cos sinn T
ie ie ieL Lω ω=ω

[ ]( ) cos 0 0n T
iev g Lω=

1 1( ) 0 0
( ) 0 cos sin
( ) cos 0 0

n T

n T
ie ie ie
n T

ie

g
L L

v g L
ω ω

ω

− −  − 
   =   
     

g
ω

0 0
0 cos

sin

n n n
ie ie

ie

v g L
g L

ω ω
ω

   
   = × = ×   
   −   

0 0 0
0 0 cos

0 0 0 sin
ie

ie

g
g L

L
ω
ω

   
   = −   
      

cos
0
0

ieg Lω 
 =  
  

10 0
cos

tan 1 0
cos

1 0 0

ie

ie

g L
L

g L

g

ω

ω

 
 
 
 

=  
 
 

− 
 

2 2
2 2 2

2 2

0 0 cos
1 sin cos cos 0
cos

cos 0 0

ie

ie ie
ie

ie

g L
g L L g L

g L
g L

ω
ω ω

ω
ω

 
 =  
 − 
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对准方法描述

0n
ie =ω&

b b n
ie n ieC=ω ω

bk b n
nb n ieC= −ω ωb b n b n

ie n ie n ieC C= +ω ω ω&& & bk b
nb ie= −ω ω

b bk b
n nb nC C= −ω&

在静基座上对准时，解析对准法比现有的光学对准法要好。
然而实际情况下，由于受干扰振动及干扰加速度的影响，其
性能将要下降。这种影响是双重的，首先，这些干扰使gb与

b
ieω 的测量有误差，因为被测量是 f=g+fd

ωib=ωie+ωd

gb与
b
ieω

=0 由ωd的分量确定

需要引入某种滤波作用，以减小振动的影响。可采用简单的低通滤
波器，以得到被测量的平均值。这样便能给出平均对准矩阵。显
然，与载体的运动有关，载体坐标系的瞬时位置相对于其平均值位
置可能有相当大的变化。结果是，如果仅达到平均对准，当系统转
入导航状态时，会有比较大的初始失准角。
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1
1

1

u n
n n
n u e

n e

C I E
φ φ

φ φ
φ φ

′

− 
 = − = − 
 − 

φ̂

b
ieω

n
bC ′

n
nC ′

若能得到载体振动的统计特性，则可构造一个更完善的最佳滤
波方案，然而，要想依靠线性滤波把gb和

ωd和fd中区分开来是相当困难的。因为很可能这些分量包含有
相同的频率。此外，滤波器还会引入附加的时间延迟。因此，
解析对准主要是作为一种平均对准，它是迅速求得变换矩阵初
始估值

坐标系n′可称为捷联平台坐标系，它与真实参考系n之间
的关系可用3个小失准角描述。变换矩阵

的变动从干扰

的一种方法。

在精对准阶段，将利用计算参考系
n′与真实参考系n间的失准角估值
精校变换矩阵的元素。

对准方法描述
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误差分析

n
bC MQn

b TC =

1
( )

M = ( )
( )

n T

n T
ie
n Tv

−
 
 
 
  

g
ω

( )
Q ( )

( )

b T

b T
T ie

b Tv

 
 =  
  

g
ω

M(Q Q )n
b T TC δ′ = +

Q

T
x y z

T
T x y z

T
x y z

f f f f

v v v v

δ δ δ δ
δ δω δω δω δω

δ δ δ δ

   
   = =   
     

v g ω= ×

v g gδ δω δ ω= × + ×

v g fδ δω δ ω= × + ×

x y z z y y z z y

y z x x z z x x z

z x y y x x y y x

v g g f f
v g g f f
v g g f f

δ δω δω δ ω δ ω
δ δω δω δ ω δ ω
δ δω δω δ ω δ ω

= × − × + × − ×
= × − × + × − × 
= × − × + × − × 

T T

x y z x y zf f f g g g   =   

1
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

n T b T

n n T b T
b ie ie

n T b T

C
v v

−
   
   =    
      

g g
ω ω
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误差分析
MQ M Q ( M Q )n b n

b T T T n bC I C Cδ δ′ = + = +

0
M Q 0

0

u n
b n

T n u e

n e

C E
φ φ

δ φ φ
φ φ

− 
 = − = − 
 − 

1/ 2
0( ) [( ) ( )]n n n T n

b b b bC C C C′ ′ ′ ′ −=

T 1/ 2
0 T( ) ( M Q ) ( Q M M Q )n b n T n b

b T n b b n TC I C C I C Cδ δ δ′ −= + + +

( ) ( )n T n
b bC C′ ′

( M Q ) ( M Q )n T n
b T b TC Cδ δ= + +

T T
T( Q M )( M Q )b n

n b TC Cδ δ= + +

T
TQ M M QT n b

b n TI C Cδ δ= + +

1/ 2 1
2( )I X I X−+ ≈ −

T1
0 T2( ) [ (M Q Q M )]n b n T n

b T n b bC I C C Cδ δ′ = + −

n
bC= T1

T2 Q Mn T n
b bC Cδ− 1

2 M Qn b
b n TC C δ− M QTδ+ T1

T2 M Q Q MT n
T bCδ δ−

1
2 M Q M Qb

T n TCδ δ−

Matlab辅助推导
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6.2.1.2 6.2.1.2 误差分析误差分析
T1

0 T2( ) [ (M Q Q M )]n b n T n
b T n b bC I C C Cδ δ′ = + −

T1
T2 (M Q Q M )b n T

T n bC Cδ δ− T1
T2 (M Q Q M )b n

n b
T

TC Cδ δ−

小括号内的项为一个矩阵和其转置矩阵的差值，是反对称
矩阵。当载体坐标系b相对于地理坐标系n处于任意方位
时，还不容易导出失准角φe，φn，φu与仪表误差的简单解析
函数式。为了便于分析，考虑一种特殊情况，假设b系沿着
n系对准，即 n

bC I= ，此时，

0 0

0 0 0

0 0

0 ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( )

( ) ( ) 0

u n
n n
b u e b

n e

C I C
φ φ

φ φ
φ φ

′

 −  
  = − −  
  −  
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1
2

1
2

0 tan
cos

tan 0 ( tan )
cos cos

( tan ) 0
cos

x x x

ie

yx x z z

ie ie

yx z z

ie

f fL
g L g

ff fL L
g L g g L

ff f L
g g g L

δ δω δ
ω

δδ δω δ δω
ω ω

δδ δ δω
ω

 
− − 

 
 

= − + − − + 
 
 
 + −
  

误差分析误差分析

0 0

0 0 0

0 0

0 ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( )

( ) ( ) 0

u n
n n
b u e b

n e

C I C
φ φ

φ φ
φ φ

′

 −  
  = − −  
  −  

0( ) tan
cos

x x
u

ie

f L
g L

δ δω
φ

ω
= −

0( ) x
n

f
g

δ
φ =

1
0 2( ) ( tan )

cos
y z z

e
ie

f f L
g g L

δ δ δω
φ

ω
= − − +

T1
T2 (M Q Q M )b n

n b
T

TC Cδ δ−
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误差分析误差分析

0( ) tan
cos

x x
u

ie

f L
g L

δ δω
φ

ω
= −

0( ) x
n

f
g

δ
φ =

1
0 2( ) ( tan )

cos
y z z

e
ie

f f L
g g L

δ δ δω
φ

ω
= − − +

δfx δfy δfz δωx
δωz

φe

φn

φu

3.4′/1mg

-1.7′/1mg -1.7′tanL/1mg 1.7′secL/meru

3.4′tanL/1mg -3.4′secL/meru
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6.2.2 6.2.2 一次修正粗对准一次修正粗对准

Q̂

Q Qb nf f∗= o o
ˆ ˆQ ( ) Qb bf fδ ∗= +o o

ˆ ˆˆ ˆQ Qn bf f ∗= o o

ˆ ˆ ˆ ˆQ Q Q Qb bf fδ∗ ∗+= o o o o

ˆ ˆ ˆ ˆQ QQ Q Q Qbnf fδ∗ ∗ ∗= +oo o o oo

ˆ ˆQ Qn bf fδδ δ∗ ∗+= Q Q o oo o

Q̂δ ∗Q = Q o

ˆ Qδ ∗ ∗Q = Q o

0
0nf
g

 
 =  
  

1
2Q 1 nδ ∗ = − φ

暂时不考虑测量误差，即δfb=0，在载体没有加速度
的情况下，矢量fn为

假设载体的姿态及航向角已由其它导航仪表以几度的精度近似测
出。被测出的加速度分量 ˆ bf 可通过已知数据构成的姿态四元数

传递对准

进行分解。由此得到计算的加速度分量为
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一次修正粗对准一次修正粗对准————方法描述方法描述

ˆ Q Qn nff δ δ∗= o o
1 1 1
2 2

1 1 1
2 22 2( ) ( )( 1= 1 )e n u e n ugi j j kk ik φ φφ φφ φ− − − + + +o o

1 1 1
2 2 2Q 1 e n ui j kδ φ φ φ= + + +

1 1 1
2 2 2Q 1 e n ui j kδ φ φ φ∗ = − − −

n egi gj gkφ φ= + +−
ˆ

ˆ ˆ

ˆ

n e

n
n

u

e

g
g

f

f f

fg

φ
φ

     = =          

−

1 1 1
2 2

1
2 22
1 1

2( ) (1 )e nu n e ug g gj gk ji i kφ φ φφ φ φ+ + ++ += − o
1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2u n ee n ug g g gφ φ φ φφ φ − −= +

1 1 1
2 2

1 1
2 2 2

1
2( )e n u nu eg g g g iφ φφ φ φφ− + −+

1 1 1
2 2

1 1 1
2 22 2 )( u en u eng jg g gφ φ φφ φ φ+ ++ +

1 1 1
2

1 1 1
2 2 22 2( )u nu n e e kg g g gφ φ φφ φ φ+ + −−

有的是两个小量有的是两个小量
相乘被忽略了相乘被忽略了
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一次修正粗对准一次修正粗对准————方法描述方法描述

0
cos
sin

n
ie

ie

L
L

ω ω
ω

 
 =  
  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆQ Q Q Qb n bnω ω δ δω δω∗ ∗ ∗+= = Q Qo o ooo o

0

n

u

 
 = Ω 
 Ω ˆ nn ωω δ δ∗= Q Qo o

1 1 1
2 2

1 1 1
2 2 22 11= (( ( ) ))e n u e nn uui j k j k i j kφ φ φφ φ φ Ω + Ω + +− +− − o o

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2( ( ) ( ) ([ ) ]n u n un u u n e u n u nei j kφ φ φ φ φ φΩ + Ω + Ω Ω + Ω + Ω + Ω − Ω−=

1 1 1
2 2 21( )e n ui j kφ φ φ+ + +o

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 22 2 2 2( ) ( ) ( )en un u u n e eu nn u un u nφφ φ φ φ φ φφ φΩ + Ω − Ω Ω Ω + Ω Ω − Ω−= −−

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2( )[ ( ) ]( ) ( )u n n u e en u n u u n u ne u n iφφ φ φ φ φ φφ φΩ Ω + Ω ++ −Ω + Ω + Ω Ω −− Ω

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2( ) ( ) ([ ])e u n uu n n u neu e jφ φ φφ φφΩ + Ω − Ω Ω Ω − Ω−+ +

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2( ) ( ) ([ ])e u nu en n u un en kφ φ φ φφ φ−Ω − Ω + Ω −Ω Ω + Ω+

)( ) ( ) (n u u n uu n e e ni j kφ φ φ φΩ − Ω + Ω + Ω + Ω − Ω=

类似地，如将陀螺仪测出的角速率通过四元数 Q̂
进行分解，可以写出

注意：两个小量注意：两个小量
相乘可忽略相乘可忽略
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一次修正粗对准一次修正粗对准————方法描述方法描述

ˆcos sin
ˆ ˆsin cos

ˆsin cos

n u ie ie e
n

u n i

u n

e ie n

u n ie

u

ie u

n

e e

e e

L L
L L

L L

φ φ φ φ
φ

ω ω ω
ω ω ω ω

ω ω ω
φ

φ φ

Ω − Ω −     
     = Ω + Ω = + =     
     Ω − Ω −     

ˆcos sinu nie ie eL Lφ φω ω ω− =

n̂
e g

f
φ =

ˆ
n

ef
g

φ = −

ˆˆ ˆ
sin s

tan tan
in

e e e

ie i
n

e
u L Lf

L L g
φ

ω
ω

φ
ω

ω
= + = −

1 1
2 2

ˆ ˆ ˆ1, , ,Q [ ]T
e n ui jφδ φ φ=

)( ) ( ) (n u u n uu n e e ni j kφ φ φ φΩ − Ω + Ω + Ω + Ω − Ω=

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

n e

n
n

u

e

g
g

f

f f

fg

φ
φ

     = =          

−

利用这些估值的
失准角可以校正
计算的四元数

Q̂δ ∗Q = Q o ˆQ= Q Qδ o
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一次修正粗对准一次修正粗对准————误差分析误差分析

[ , , ]n T
de dn duf f f g f= +

[ , cos , sin ]n T
de dn ie du ieL Lω ω ω ω ω ω= + +

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

de

dn

du

e

n
n

u

n

u

n e

e

f
f

f

f f
f

f
g

f
g

g ff

δ
δ

δ

φ
φ

 ′    ′ ′= =     

+ +
+ +

+  ′    

−

+

cos sin
ˆ sin cos

sin cos

e

n

de

dn

ie ie
n

ie ie

ie ie

n

u

u

e

e du

L L
L L

L L

δω
δω
δω

φ φ
φ

φ

ω ω
ω ω

ω ωω
ωω
ω− + 

 ′ = + + 
 − + 

+
+
+

ˆ
ê

nf
g

φ =
′

ˆ
n̂

ef
g

φ = −
′

ˆˆ
co

ˆ an
s

te e

i
u

e

f
L g

Lω
ω

φ
′

−=
′

现在考虑仪表误差及干扰运动对估值 φ̂
用fd和ωd分别表示干扰加速度及角速度矢量

的影响。

将仪表误差δfb和δωb沿计算
参考坐标系轴分解得到
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一次修正粗对准一次修正粗对准————误差分析误差分析

1

1

co

ˆ

ˆ

tanˆ (

( )

(

1
s

( ))

)

e de

n d

ie

n

e de

e e

n n

u u e de

f f
g

f f
g

L
f

g
L f

δ

δ

δω ω

φ φ

φ φ

δ
ω

φ φ

+

= +


= + 




= − + 



+ − + 


当δfe=δfn=10-4g时，水平失准角误差为10-4rad。由陀螺漂
移所产生的方位失准角误差，当δωe=0.2°/h，纬度45°时，
误差约为0.0188rad(1°)；δfe所产生的方位误差比它小二个
数量级，即10-4rad 。干扰运动对一次修正对准精度的影响
是比较大的。例如，10-3g 的横向加速度可能造成0.05°的
水平误差，而绕东向轴的10-3°/s的干扰角速率将产生约
19.45°的方位误差。

可以求出估计的捷
联平台失准角为:
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克服扰动影响最常用的方法是在一克服扰动影响最常用的方法是在一
段时间内对估计的失准角取平均值段时间内对估计的失准角取平均值

0

0

0

ˆ

ˆ

ˆˆ

1

1 ( )

c

ˆ

ˆ

n
o

1
s

ˆ ta

n

e

e

e

e

T

i

T

n

u

T

e

dt
T g

dt
T g

dt
T

f

L
L

f

f
g

ω
ω

φ

φ

φ


= 



= − 

 
−    

′

′



′

=
′

′

′
′

∫

∫

∫

当T足够大时，扰动运动对计算失准角的影响几乎
可以忽略。这时计算的是平均失准角，实际的失
准角误差最大可能是其波动的峰值。
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6.3 精对准原理

l 6.3.1 东向陀螺作为敏感元件的校正对准
l 6.3.1.1 对准方法描述
l 6.3.1.2 失准角信息的提取
l 6.3.1.3 修正矩阵的结构及对准精度分析
l 6.3.2 常规校正对准
l 6.3.2.1对准方法的描述
l 6.3.2.2 调平回路的设计
l 6.3.2.3 方位对准回路的设计及对准精度分析
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精对准原理

按照提取失准角信息的方法来划分，可
能有两种自主式精对准方案。

从加速度表及东向陀螺仪输出中提取失准角信息

与平台式惯导系统对准相似，只从水平加速
度表中提取失准角信息
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加速度计 Cn
b

′

K 滤波器

陀螺仪

b
cmdω

b
nC ′

df
g

bfδ
bf

ie dω ω+ bω

bδω
nω ′

nf ′

b
n bω ′

Cn
b

′

1( )n
bC ′ − +

+
−

nφb
ieωn

ieω ′

6.3.1 6.3.1 东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准

取地理坐标系为参考坐标系，为了清晰，图中将四元数更新
姿态矩阵算法简略了。校正对准的基本思路是，通过处理加
速度计及陀螺仪的测量值，检测n坐标系与n′坐标系之间的
误差角φ，并产生一个修正指令ωcmd给姿态变换矩阵计算
机，以驱动这些误差角尽可能较小为零。与此同时，还需要
对干扰角振动进行补偿。这个过程类似于平台系统中“基座
振动隔离”。
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加速度计 Cn
b

′

K 滤波器

陀螺仪

b
cmdω

b
nC ′

df
g

bfδ
bf

ie dω ω+ bω

bδω
nω ′

nf ′

b
n bω ′

Cn
b

′

1( )n
bC ′ − +

+
−

nφb
ieωn

ieω ′

n
bC ′

的估值反馈给方向余弦矩阵计算机来实现的。变换矩阵

可利用下式进行更新

n n bk
b b n bC C ω′ ′

′=&

是角速度
b
n bω ′ 的反对称阵

东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————描述描述

b
dω由图中看出，它是依靠将干扰角速度
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————描述描述

b b b b b
n b n n nb cmd dω ω ω ω ω′ ′= + = +

b
cmdω

b
dω b

ieω ′b b b
ie dω ω δω+ +

bδω

b
nC ′

b b b b b b
n b cmd d ie ieω ω ω δω ω ω ′
′ = + + + −

bEb b b b
cmd d ieω ω δω ω= + + −

n n bk n bk n bk n bk
b b cmd b d b b ieC C C C Cω ω δω δω′ ′ ′ ′ ′= + + −&

bE b
ieωbk

ieδωn n n
b n bC C C′ ′= n n n n n

b n b n bC C C C C′ ′ ′= +& & & n n bk
b b nbC C ω=&

通过滤波计算得
到的与误差有关
的修正信号

补偿计算载体坐
标系b′的振动所
需的角速度

——

n n bk
b b n bC C ω′ ′

′=&

b=( I) =Eb b b b b b b b
ie ie b ie ie b ie ieC Cω ω ω ω ω ω′ ′ ′− = − −

反对
称矩阵

理想

实际Q̂
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————描述描述
n n bk n bk n bk n bk
b b cmd b d b b ieC C C C Cω ω δω δω′ ′ ′ ′ ′= + + −&

n n n n n
b n b n bC C C C C′ ′ ′= +& & &

n n bk
b b nbC C ω=&

n n n bk n bk n bk n bk n n
n b b cmd b d b b ie n bC C C C C C C Cω ω δω δω′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − −& &

n n n bk n bk n bk n bk n
n b b cmd b d b b ie nC C C C C C Cω ω δω δω′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − −& n bk

b nbC ω

b
dω

nEn
nC ′ = −& &

nE n bk b n bk b n bk b
b cmd n b n b ie nC C C C C Cω δω δω′ ′ ′= − − +&

nE nk nk nk
cmd ieω δω δω= − − +&

ˆn n
cmd cKω = φ ˆn nk n n n

ie cKω δωφ + φ + φ = −&

n n n
b n bC C C′ ′= n n n n n

b n b n bC C C C C′ ′ ′= +& & &

b
nC 两边右乘两边右乘

nk n bk b
nb b nb nC Cω ω= 角速度反对称矩阵的相似变换
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————描述描述
nE nk nk nk

cmd ieω δω δω= − − +&

ˆn n
cmd cKω = φ

ˆn nk n n n
ie cKω δωφ + φ + φ = −&

的反对称形式nk
ieδω En n

ieω

反对称矩阵反对称矩阵
n n n

c
nk
imd

n
eω δω δωφ = − − − φ&

写成矢量形式
是

为使φn减小至零，修正指令
n
cmdω

即采用线性控制规律

可选择成φn的估值的线性函数，

可以看出，上式表示三个标量微分方程式，它通过地球速率项

nk n
ieω φ 相耦合。
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————φφ提取提取

( E )(g f f )n n n n
dI δ= − + +

ˆ ˆ( E )n n n b
bf I C f= −

g [0 0 ]n Tg=

ê n de ef g f fφ δ= − + +

n̂ e dn nf g f fφ δ= + +

为了构成修正指令ωcmd，必须测出误差角φn。从计算的g的水平
分量及ωie的东向分量可以求得φn的三个分量。具体地讲，由于

1
1

1

u n
n n
n u e

n e

C I E
φ φ

φ φ
φ φ

′

− 
 = − = − 
 − 
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方位失准角φu可由下式找出

ˆ ˆ( E )n n n b
bI Cω ω= −

( E )(ω ω ω )n n n n
ie dI δ= − + +

ˆ cos sine u ie n ie de eL Lω φ ω φ ω ω δω= − + +

1
1

1

u n
n n
n u e

n e

C I E
φ φ

φ φ
φ φ

′

− 
 = − = − 
 − 

êf n̂f ˆeω 的测量值中提取误差角，系统设计成，可从

假设不计误差源的影响

ˆ ˆ ˆ ˆˆ tan
cos

T

n n e e e

ie

f f f L
g g g L

ω
ω

 
φ = − − + 

 

ˆ δφ = φ + φ 1 ( )

1ˆ ( )

tan
cos

dn n

n n n n
de e

de e de e

ie

f f
g

f f
g

f f L
g L

δ

δ δ

δ ω δω
ω

 
+ 

 
 

φ = φ + φ = φ + − + 
 
 + +

− + 
 

其东向分量为
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————修正矩阵结构修正矩阵结构

ˆω Kn nk n n
ie cφ = − φ − φ&

A= ωnk
ie−X AX U= +& ˆU= K n

c− φ

0

1
2J (X VX U WU)T T

t
dt

∞
= +∫

2
1

2
2

2
3

1 0 0

1V 0 0

10 0

m

m

m

x

x

x

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

2
1

2
2

2
3

1 0 0

1W 0 0

10 0

m

m

m

u

u

u

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

ωn
ie

现在先确定使误差角趋于零的Kc矩阵结构，然后简要分析对准

精度。在式中，假设没有不确定性误差，得到

ˆn nk n n n
ie cKω δωφ + φ + φ = −&

式中X=φn

确定Kc的一种方法是定义 式中t0是过程的起始时
间，V和W是正定加权
矩阵，这里取它们为
常数矩阵。 V和W 的
合理选择是使闭环系
统有满意的动态品
质。有文献指出，V和
W 取下列对角阵是合
适的

评价函数
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须用数值法求解。

0 sin cos
A sin 0 0

cos 0 0

ie ie

ie

ie

L L
L
L

ω ω
ω

ω

− 
 = − 
  

式中xim及uim是状态与控制量的上
限值。为使性能指标J取极小值，
Kc应为

A= ωnk
ie−

Kc =W-1S
式中S是代数里卡提方程的解
SA+ATS-S W-1S +V=0 

此处
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K sin cos
K sin K 0

cos 0 K

e ie ie

c ie n

ie u

L L
L
L

ω ω
ω

ω

− 
 = − 
  

K 0 0
K 0 K 0

0 0 K

e

d n

u

 
 =  
  

ωn
ie

ωnk
ie−

确定矩阵Kc的另一种方法是使方程式变成无耦合的。这一点能够做

到，因为在给定纬度上

由此可取Kc的非对角线项等于反对称矩阵 的对应元素，

ˆn nk n n n
ie cKω δωφ + φ + φ = −&

是常数。

ωn n n n
d cK K δ δφ + φ + φ = −&

ω ωn nk n n n n
ie c cK K δ δφ + φ + φ + φ = −& ˆ δφ = φ + φ
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ωn n n n
d dK Kδ δφ + φ = − − φ&

( )

( )

tan ( )
cos

e
e e e dn n e

n
n n n de e n

de e
u u u u de e u

ie

KK f f
g

KK f f
g

LK K f f
g L

φ φ δ δω

φ φ δ δω

ω δω
φ φ δ δω

ω


+ = − + −

+ = + − 

 + + = + − − 
  

&

&

&

( ) (0) ( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) (0) ( ) ( ( ) ( )) ( )

tan ( ) ( )( ) (0) ( ) ( ( ) ( )) ( )
cos

e
e e e e dn n e

n
n n n n de e n

de e
u u u u u de e u

ie

Ks s K s f s f s s
g

Ks s K s f s f s s
g

L s ss s K s K f s f s s
g L

φ φ φ δ δω

φ φ φ δ δω

ω δω
φ φ φ δ δω

ω


− + = − + −

− + = + − 

 + − + = + − − 
  

若详细考察式中的项Kc δφn可以看到，合理选择系统的调整
时间，则有

Ke，Kn，Ku>>ωie

ωn n n n
d cK K δ δφ + φ + φ = −&
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( ) ( ) ( ) (0)( )

( ) ( ) ( ) (0)( )

tan ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0)( )
cos ( )

e dn n e e
e

e e e

n de e n n
n

n n n

de e de e u u
u u

u ie n n n

K f s f s ss
g s K s K s K

K f s f s ss
g s K s K s K

L f s f s s s ss K
g s K L s K s K s K

δ δω φ
φ

δ δω φ
φ

δ ω δω δω φ
φ

ω

+ = − − +
+ + + 

+ = − + + + + 
 + + = − − + + + + +   

显然，捷联系统的这种对准方案与平台系统的陀螺罗经对准有
相似之处，在高纬度地区精度下降，而在地球的两极不能工
作。

可以看出，失准角φe、φn、φu是载体运动与测量误差的函数。
利用拉普拉斯变换可容易求出方程的解。假定扰动函数是时
间的一般函数得到
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0

0

0

( ) ( ( ) ( )) ( ) (0)

( ) ( ( ) ( )) ( ) (0)

tan ( ) ( )( ) ( ( ) ( )) ( )
cos

e e e

n n n

u u

tK t K K te
e dn n e e

tK t K K tn
n de e n n

K t K de e
u u de e u

ie

Kt e e f f d e
g

Kt e e f f d e
g

Lt e e K f f
g L

τ

τ

τ

φ τ δ τ δω τ τ φ

φ τ δ τ δω τ τ φ

ω τ δω τ
φ τ δ τ δω τ

ω

− − −

− − −

− −

 
= − + − + 

 
 

= + − + 
 

 +
= + − − 

 

∫

∫

(0) u

t

K t
u

d

e

τ

φ −












+ 

∫

式中s为拉普拉斯算子。利用卷积定理

1 ( )

0

( ) ( )
t K tsL e d

s K
τω

ω τ τ− − −=
+ ∫

对于任意的输入，方程式的解由下式给出
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( ) ( ) ( ) 0de dn def t f t tω= = =

( ) , ,i if t f const i e nδ δ= = =

( ) , , ,i it const i e n uδω δω= = =

( ) (1 ) (0)

( ) (1 ) (0)

tan( ) (1 ) (0)
cos

e e

n n

u u

K t K tn e
e e

e

K t K te n
n n

n

K t K te e u
u u

ie u

ft e e
g K

ft e e
g K

L ft e e
g L K

δ δω
φ φ

δ δω
φ φ

δ δω δω
φ φ

ω

− −

− −

− −

 
= − − − +  

  
  = − − +  

  
  = − − − +    

tan
cos

n e
ess

e

e n
nss

n

e e u
uss

ie u

f
g K

f
g K

L f
g L K

δ δω
φ

δ δω
φ

δ δω δω
φ

ω


= − − 




= − 



= − − 


针对载体运动为零，加速度表陀螺仪有常值
误差的简单情况，分析系统的动力学特性

稳态误差

可以看出，与平
台系统相比，主
要误差源与灵敏
度均相同。即造
成水平对准误差
的基本原因是加
速度表的测量误
差，而方位误差
主要是由东向陀
螺漂移引起的。
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6.3.2 常规校正对准
在载体有扰动运动时，只用加速度表作为敏感元件的常
规对准法已得到满意的对准效果。虽然采用卡尔曼滤波
器改进常规对准也是一种有效方法，但为使系统结构简
单和适应噪声特性变动更便于调节滤波参数，提出有低
通滤波器的常规对准方案。

φ̂
n
bC ′

粗对准后，计算地理坐标系n′与真实地理坐标系n系之间
有很小的失准角φ。造成对准误差的主要原因是载体的扰
动运动。对加速度计输出信号进行滤波处理，可以求得
失准角的估值 ，然后用这个估值经过加权形成指令

进行连续校正，使φn减小至零。应当指出，与
东向陀螺校正对准方案相似，在四元数姿态校
正计算中也应对干扰角振动进行补偿。

信号，对
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常
规
校
正
对
准
|
对
准
方
法
的
描
述

加速度计 Cn
b

′

陀螺仪

ωcmd

bf nf ′

ωn
in

fe

fe

K
s K
−
+

fn

fn

K
s K
−
+

( )( )
fu

fe fn

K
s K s K

−
+ + uK

nK

eK eW

nW

uW

n n
b bC Q′ ′← dt∫ 1

2 [ω (ω ω )]n n b b n
b b ib n in cmdQ Q C′ ′= − +&

nf

ef

校正，使φn减小至零。与东向陀螺校正对准方案相似，在
四元数姿态校正计算中也应对干扰角振动进行补偿。

对加速度计输出信号进行滤波处理，可以求得失准角的估值

然后用这个估值经过加权形成指令信息，对 n
bC ′

φ̂
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常规校正对准——对准方法的描述

n n n nk n
cmd ieδ= − − −ω ω ω&φ φ

0 sin cos
sin 0 0

cos 0 0

ie ie
nk
ie ie

ie

L L
L
L

ω ω
ω

ω

− 
 − = − 
  

ω

sin cose ie n ie u e eL L Wφ ω φ ω φ δω= − + −&

sinn ie e n nL Wφ ω φ δω= − + −&

式中We，Wn，Wu为指令信号。精对准分两步进行，将方
位失准角φu保持在不加指令信号的状态，系统先进行调平，
把φe，φn驱动至零，然后再进行方位对准，把φu调整至零。

cosu ie e u uL Wφ ω φ δω= + −&
失准角微分方程式的分量形式



2010-04-23 42

常规校正对准——对准方法的描述

cose ie u e eL Wφ ω φ δω= − + −&

n n nWφ δω= −&

在调平时，依靠忽略包含ωiecosL的项能使方程式解耦。这样
做是合理的。因为可以看出，经过粗对准后，当φe =φn =1°，
L=45°时，ωiesinLφe及ωiesinLφn项的值约为0.185°/h。它远小于
要求的初始调平指令信号。自然，ωiesinLφe及ωiesinLφn将比指
令信号We，Wn更快地趋近于零。应当指出，在式中，相对于
We不能忽略ωiecosLφu，因为调平时φu并未趋近于零，ωiecosLφu
还比较大。对于方位对准，在式中，与Wu相比可以忽略
ωiecosLφe，其理由与在式中忽略包含ωiesinL的项相同。利用这
些简化关系，可改写为

u u uWφ δω= −&

sin cose ie n ie u e eL L Wφ ω φ ω φ δω= − + −&

sinn ie e n nL Wφ ω φ δω= − + −&

cosu ie e u uL Wφ ω φ δω= + −&



2010-04-23 43

常规校正对准——对准方法的描述

fe

fe

K
s K+

1
s

g

eK
eδω

eφ
dn nf fδ+

eW −ea

fn

fn

K
s K+

1
s

g

nK
nδω

nφ
de ef fδ+

nW −na
−

如果将上式所表示

的加速度计输出，
经过一阶数字滤波
和加权后构成对准
指令信号，便可以
画出水平对准回路
的原理方框图。

ê n de ef g f fφ δ= − + +

n̂ e dn nf g f fφ δ= + +

东向调平回路

北向调平回路

cose ie u e eL Wφ ω φ δω= − + −&

n n nWφ δω= −&
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常规校正对准——对准方法的描述

fe

fe

K
s K+

1
s

g

eK−

eδω

eφ
dn nf fδ+

eW
−

ea

fu

fu

K
s K+

1
s

Ωn

uK+
uδω

uφ
uW

−
ua

+

( )

( )
e fe e fe n dn e

n fn n fn e de n

u fu u fu e

a K a K f f g
a K a K f f g
a K a K a

δ φ

δ φ

= − + + +


= − + + − 
= − + 

&

&

&

方位对准回路

图中Kfe，Kfn，Kfu为滤波
器的参数，Ke，Kn，Ku为
加权系数。取ae，an，au分

别表示滤波器输出，滤波
器方程为

不难看出，所述捷联式惯导系统的精对准原理与平台式惯
导系统的对准类似，可以借用平台惯导对准的一些概念来
分析捷联惯导对准回路的设计问题。
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6.3.2.2 调平回路的设计

0
( )

n nnn

fn fn fn e denn

K
K g K K f faa

δωφφ
δ
−      

= +      − − +     

&

&

2 0fn n fns K s gK K+ + =
2 22 0n ns sξω ω+ + =

2
fn

n fn

K
gK K

ξ =
3 6

n fnK
τ

ξω
= =

n n fngK Kω =

由于北向调平回路与东向调平回路的结构完全相同，在分析水平
对准回路设计原理时，可以北向调平回路为对象进行研究。

北向调平回路的微分方程式

回路的特征方程式为

式中ξ—阻尼比，ωn—回路的无阻尼自然频率，定义下列设计参数

1fnnss

n n fn n

K
D

gK K gK
φ
δω

= = =

fn

fn

K
s K+

1
s

g

nK
nδω

nφ
de ef fδ+

nW −na
−

D—稳态偏差与陀螺漂移之比，τ—调整时间
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调平回路的设计

假设受阵风、浪、装载等干扰作用的影响，载体的正弦形晃
动为

θ(t)=θ0sinωdt

式中θ0为晃动的振幅[度]，ωd为频率[弧度/秒]。若惯性测量装
置距摇摆中心高度为h[厘米]，则作用在加速度计输入端的干
扰加速度fd的幅值为

2
0d nF hθ ω=

以fd(s)为输入量，以φ(s)为输出量的传递函数

2

( )
( )

v

d fn v

s K
f s s K s gK
φ

=
+ +

2 2 2( )
( )( )

d v d

fn v d

F Ks
s K s gK s

ω
φ

ω
=

+ + +

Kv = Kfn Kn
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调平回路的设计

2

2

( / 2)
42 2 2 2

4

1 1( ) sin( ) sin( )
( )

fnfn

fn

KK td v d
d v

Kdv d fn d v

F Kt t e gK t
gK K gK

ω
φ ω λ µ

ωω ω
−

 
 = − + − −
 − + − 

1
2tan fn d

v d

K
gK

ω
λ

ω
−=

−

2

2
41

2
4

tan
fn

fn

K
fn v

K
v d

K gK

gK
µ

ω
− −

=
− +

对上式求拉氏逆变换可得由干扰加速度所引起的失准角为

2 2 2( )
( )( )

d v d

fn v d

F Ks
s K s gK s

ω
φ

ω
=

+ + +

具体设计中，一般gKv比
2

dW
小一个数量级。为了简化分析，
可将gKv作为二阶微量予以忽略。

由此可求得由干扰加速度所引起
的失准角的幅值为

2
0

2 2

3600 v d
L

d d fn

K hN
K

θ ω

ω ω
=

+

NL=3600Kvθ0h[角秒] 

[角秒]

对于ωd>> Kfn
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改进的北向调平回路原理方块图

1
fes K+

L

L

K
s K+

1
s

g

eK
eδω

eφ
dn nf fδ+

eW −

这里有4个待求的参数（DL，τL，ξL和NL），但只有2个量（Kfn和
Kv）可供选择。设计步骤是从获得满意瞬态响应选择Kfn和Kv。然
而这个响应常常是不够理想的，因为还希望NL和DL尽可能小。一
旦选出合适的瞬态响应，要通过改变伯德图或根轨迹图来减小DL
和NL，但它对确定τL和ξL的一对主要极点的影响应当减至最小。
此外，为了进一步衰减载体摇晃运动的影响，还可以在前向回路
中附加一个滤波器，其交接频率高出Kfn十倍频程。

东向调平回路也可按同样方式加以改进



2010-04-23 49

改进前后两种调平回路的伯德图

fnK

ω

-60db/dec

-20db/dec

增
益
（
分
贝
）

LK
fnK

ω
-40db/dec

增
益
（
分
贝
）

-20db/dec

如KL较Kfn足够高，附加滤波器对瞬态响应的影响不大。
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北向调平回路smulink仿真（改进前）
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北向调平回路smulink仿真（改进后）
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6.3.2.3 方位对准回路的设计及对准精度分析

0 cos 0
0 0 0

0 0 ( )
0 0 0

ie e e ee

u u uu

fe fe e fe n dne

fu fu uu

L K
K

gK K a K f fa
K K aa

ω φ δωφ
φ δωφ

δ

− −  −     
       −       = +
   −    +
       −      

&

&

&

&

写出方位对准回路的微分方程式

fe

fe

K
s K+

1
s

g

eK−

eδω

eφ
dn nf fδ+

eW
−

ea

fu

fu

K
s K+

1
s

Ωn

uK+
uδω

uφ
uW

−
ua

+
−
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微分方程的特征多项式：

4 3 2( ) ( ) cos 0fu fe fu fe v v fu fu fe u ies K K s K K gK s gK K s gK K K Lω+ + + + + + =

cos 0
0 0

( )
0 0

0 0

ie e

u

fe fe

fu fu

s L K
s K

s
gK s K

K s K

ω
−

∆ =
− +

− +

s^4+s^3*Kfu+s^3*Kfe+s^2*Kfe*Kfu+g*Kfe*w*cosL*Ku*Kfu
+g*Kfe*s^2*Ke+g*Kfe*s*Ke*Kfu

4 3 2( ) ( ) cos 0fu fe fu fe v v fu fu fe u ies K K s K K gK s gK K s gK K K Lω+ + + + + + =

v fe eK K K=

2 2 2 2 2 2( ) [ 2 ( )] ( ) ( )s s s s j s jσ σ ω σ ω σ ω∆ = + + + = + + + −

经验证明，如将这个四阶系统视为两个二阶系统的串联，并
由此选择系数Kfe，Kfu，Ku和Ke可得到初始误差角希望的瞬态
响应。
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方位对准回路的精度分析
4 3 2 2 2 3 2 4 2 2 44 (6 2 ) (4 4 ) ( 2 )s s s sσ σ ω σ σω σ ω σ ω= + + + + + + + +

由二阶系统的最佳控制条件σ =ω得
4 3 2 2 3 4( ) 4 8 8 4 0s s s s sσ σ σ σ∆ = + + + + =

2

2

2

cos

fe fu

e

u
ie

K K

K
g

K
g L

σ

σ

σ
ω

= = 

= 


=


1cos 0( ) (0) ( )
0 0( ) (0) ( )

0 0( ) (0) ( ( ) ( ))
0 0( ) (0) 0

ie ee e e

uu u u

fe fee e fe n dn

fu fuu u

s L Ks s
s Ks s

gK s Ka s a K f s f s
K s Ka s a

ωφ φ δω
φ φ δω

δ

−
 −      
       − −       = +  − +     +        − +        
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用matlab程序推导，文件为equation6_8691.m

[ s*(s+Kfe)*(s+Kfu)]
[ g*Kfe*Ku*Kfu]
[ g*Kfe*s*(s+Kfu)]
[ g*Kfe*s*Kfu]
[  -w*cosL*(s+Kfe)*(s+Kfu)]
[ s^3+s^2*Kfu+Kfe*s^2+s*Kfe*Kfu+g*Kfe*Ke*s+g*Kfe*Ke*Kfu]
[ -g*Kfe*w*cosL*(s+Kfu)]
[  -g*Kfe*w*cosL*Kfu]
[ -w*cosL*Ku*Kfu-s^2*Ke-s*Ke*Kfu]
[  s*Ku*Kfu]
[  s^2*(s+Kfu)]
[  s^2*Kfu]
[  -w*cosL*Ku*(s+Kfe)]
[ Ku*(s^2+Kfe*s+g*Kfe*Ke)]
[ -g*Kfe*w*cosL*Ku]
[  s*(s^2+Kfe*s+g*Kfe*Ke)]

式中系数阵的逆是
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1

( ) cos ( ) ( ) cos
( )( ) ( ) cos

( )( ) ( )

( )
1
( )

fe ie fe fu e ie u

fefu fu ie fu u

fe fu u fe
fu fe u u fu

e fe fu e u fe

fe

s K L s K s K K LK
s Ks K s K

s s

LK K

s K s K K s K
gK K K K K

gK K s K gK K K

M
s

gK

s s

s

s

ω ω

ω

−

+ − + − + −

+⋅ + + −

+ + +

+ + +

=
∆

M M M

M M M

LLLL LLLLL LLLL LLL

M M M

M M M

LLLL LLLLL LLLL LLL

2

2
2

cos cos
( ) ( )

( )

( )
cos

ie fe u ie
fu fu

fefu

fe
fu fe ie fe fu fu

fu e

g LK K L
s K s s K

gKs K

s s K
gK K g LK K s K

gK K s

ω ω

ω

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − 
+ + + 

 
 

+ 
− 

+  

M M M

M M M

LLLL LLLLL LLLL LLL

M M M

( )
( )
( )
( )

e

u

e

u

s
s

a s
a s

φ
φ
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cos ( ( ) ( ( ) ()( )( ) [ cos ]
( )

( )
))u fe nie fe fu ie fu du n

e

s K fL s K s sK K
s

s
sL fKδω δω ω

φ
− + + −

∆
− +

=

( ) ( )( )( ) (
( )

( )
)fu fe u e fe fu

u
e ugK K K gK K s K

s
s

s sδω δω
φ

−+− +
=

∆

0
lim ( )ess es

s sφ φ
→

=

cos cos

u n
ess

u

e e u
uss

ie u ie

f
gK g

K
L K L

δω δ
φ

δω δω
φ

ω ω

= − 

= −


4 3 2 2 3 4( ) 4 8 8 4 0s s s s sσ σ σ σ∆ = + + + + =

利用终值定理可以求出由传感器偏置引起的失准角稳态误差

2

2

2

cos

fe fu

e

u
ie

K K

K
g

K
g L

σ

σ

σ
ω

= = 

= 


=
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2

4

2 2
co

(
s

)
ie

dn
g L

s
f

s

σ

σ
ω

σσ
=

+

( )
( )

u fu fe dn
u

sK K K f
s

s
φ =

∆

4

4
(cos 1)ie

dns f
TsL gω

=
+

4max

4
(s )o 1cie

d dn
u

d

jW
L

F
jW gT

φ
ω

=
+

cos cos

u n
ess

u

e e u
uss

ie u ie

f
gK g

K
L K L

δω δ
φ

δω δω
φ

ω ω

= − 

= −


适当选择Ku和Ke的值可使稳态误差主
要取决于δfn/g及δωe/(ωiecosL)项。这
个结论说明，捷联系统常规对准的精
度与平台系统常规对准是一样的。

方位失准角φu对干扰加速度fdn的响应

为了简化分析，假设ω=0，即系统特征方
程有四个相同的负实根

2

2

2

cos

fe fu

e

u
ie

K K

K
g

K
g L

σ

σ

σ
ω

= =

 =


 =
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改进的方位对准回路

1
s

g

eK−

eδω

eφeW
−

ea

fu

fu

K
s K+

1
s

Ωn

uK−
uδω

uφ
uW

−
ua

fe

fe

K
s K+

dn nf fδ+

+
1

Ls K+

式中T=1/σ是方位对准回路的时间常数。如果正弦形干扰加速度为
fdn=FdnsinWdt
则方位角峰值

4

4
(cos 1)ie

dns f
TsL gω

=
+

4max

4
(s )o 1cie

d dn
u

d

jW
L

F
jW gT

φ
ω

=
+
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思考题

1、推导静基座解析粗对准算法。
2、编写静基座解析粗对准仿真程序并说明其对
准精度与哪些因素有关。（提示：请考虑传感
器误差）
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捷联式惯导系统

初始对准

程向红
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内容提要

6 捷联惯导系统的初始对准
6.1 惯导对准的一般要求和原理
6.2 粗对准原理

l 6.3 精对准原理
l 6.4 卡尔曼滤波在初始对准中的应用
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6 捷联惯导系统的初始对准

6.1 惯导对准的一般要求和原理
6.2 粗对准原理
6.3 精对准原理
6.4 卡尔曼滤波在初始对准中的应用
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6.1 惯导对准的一般要求和原理

惯导家族成员均是由加速度计测得的加速度经两次积分而求
得。要进行积分必须要知道初始条件:初始速度，初始位
置，初始姿态。而捷联惯导系统中初始对准的另一个关键问
题是要在较短的时间内以一定的精度确定出从载体坐标系到
地理坐标系的初始变换矩阵。

1.为何要对准？

精确、快速。传感器精度高，同时对陀螺、加速度计进行补偿

2.对准的要求
n
bC
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3.对准的方法和过程

方法：光的方法，天文的方法

过程：分两步即粗对准和精对准
自主对准，不依赖外信息，受控式（依赖外信息）

粗对准：利用重力和地球自转角速率，直接估算初始姿态矩阵。

有些状态是不能直接测量的，因此必须采用状态估计器，估
计出状态。当把系统考虑为确定性系统时，则状态估计器是
状态观测器，当将系统考虑为随机系统时，则状态估计器是
Kalman滤波器。

精对准：精确校正计算参考坐标系n′与真实参考坐标系n
之间的小失准角φ。

如果采用状态反馈控制时，可将Kalman滤波技术应用于对准。
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6.2 粗对准原理

l 6.2.1解析式粗对准
l 6.2.1.1 对准方法描述
l 6.2.1.2 误差分析
l 6.2.2 一次修正粗对准
l 6.2.2.1 对准方法描述
l 6.2.2.2 误差分析
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6.2.1解析式粗对准

1( ) ( )n b b T
b n nC C C−= =

取导航坐标系为地理坐标系（n系ENU）。初始对准时，载
体处于静止状态，加速度计测量的是重力加速度矢量在载体
坐标系中的分量，陀螺仪测量的是地球速率矢量在载体坐标
系b中的分量。这两个分量在导航坐标系n中的分量是已知
的，并且是常值。变换矩阵 n

bC

可由ωie及g在b和n坐标系中的估值计算出来。重力矢量
nb

n
b C gg =

n
ie

b
n

b
ie C ωω =

ieωgν ×=

如定义

nb
n

b C vv =

1[( ) ] ( )n n T b T
bC −= g g( ) ( ) ( )b T n T b T

nC=g g

1[( ) ] ( )n n T b T
b ie ieC −= ω ω

1[( ) ] ( )n n T b T
bC v v−=

1
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

n T b T

n n T b T
b ie ie

n T b T

C
v v

−
   
   =    
      

g g
ω ω

对准方法描述
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对准方法描述[ ]( ) 0 0n T g= −g

[ ]( ) 0 cos sinn T
ie ie ieL Lω ω=ω

[ ]( ) cos 0 0n T
iev g Lω=

1 1( ) 0 0
( ) 0 cos sin
( ) cos 0 0

n T

n T
ie ie ie
n T

ie

g
L L

v g L
ω ω

ω

− −  − 
   =   
     

g
ω

0 0
0 cos

sin

n n n
ie ie

ie

v g L
g L

ω ω
ω

   
   = × = ×   
   −   

0 0 0
0 0 cos

0 0 0 sin
ie

ie

g
g L

L
ω
ω

   
   = −   
      

cos
0
0

ieg Lω 
 =  
  

10 0
cos

tan 1 0
cos

1 0 0

ie

ie

g L
L

g L

g

ω

ω

 
 
 
 

=  
 
 

− 
 

2 2
2 2 2

2 2

0 0 cos
1 sin cos cos 0
cos

cos 0 0

ie

ie ie
ie

ie

g L
g L L g L

g L
g L

ω
ω ω

ω
ω

 
 =  
 − 
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对准方法描述

0n
ie =ω&

b b n
ie n ieC=ω ω

bk b n
nb n ieC= −ω ωb b n b n

ie n ie n ieC C= +ω ω ω&& & bk b
nb ie= −ω ω

b bk b
n nb nC C= −ω&

在静基座上对准时，解析对准法比现有的光学对准法要好。
然而实际情况下，由于受干扰振动及干扰加速度的影响，其
性能将要下降。这种影响是双重的，首先，这些干扰使gb与

b
ieω 的测量有误差，因为被测量是 f=g+fd

ωib=ωie+ωd

gb与
b
ieω

=0 由ωd的分量确定

需要引入某种滤波作用，以减小振动的影响。可采用简单的低通滤
波器，以得到被测量的平均值。这样便能给出平均对准矩阵。显
然，与载体的运动有关，载体坐标系的瞬时位置相对于其平均值位
置可能有相当大的变化。结果是，如果仅达到平均对准，当系统转
入导航状态时，会有比较大的初始失准角。
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1
1

1

u n
n n
n u e

n e

C I E
φ φ

φ φ
φ φ

′

− 
 = − = − 
 − 

φ̂

b
ieω

n
bC ′

n
nC ′

若能得到载体振动的统计特性，则可构造一个更完善的最佳滤
波方案，然而，要想依靠线性滤波把gb和

ωd和fd中区分开来是相当困难的。因为很可能这些分量包含有
相同的频率。此外，滤波器还会引入附加的时间延迟。因此，
解析对准主要是作为一种平均对准，它是迅速求得变换矩阵初
始估值

坐标系n′可称为捷联平台坐标系，它与真实参考系n之间
的关系可用3个小失准角描述。变换矩阵

的变动从干扰

的一种方法。

在精对准阶段，将利用计算参考系
n′与真实参考系n间的失准角估值
精校变换矩阵的元素。

对准方法描述
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误差分析

n
bC MQn

b TC =

1
( )

M = ( )
( )

n T

n T
ie
n Tv

−
 
 
 
  

g
ω

( )
Q ( )

( )

b T

b T
T ie

b Tv

 
 =  
  

g
ω

M(Q Q )n
b T TC δ′ = +

Q
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x y z

T
T x y z

T
x y z

f f f f

v v v v

δ δ δ δ
δ δω δω δω δω

δ δ δ δ

   
   = =   
     

v g ω= ×

v g gδ δω δ ω= × + ×

v g fδ δω δ ω= × + ×

x y z z y y z z y

y z x x z z x x z

z x y y x x y y x

v g g f f
v g g f f
v g g f f

δ δω δω δ ω δ ω
δ δω δω δ ω δ ω
δ δω δω δ ω δ ω

= × − × + × − ×
= × − × + × − × 
= × − × + × − × 

T T

x y z x y zf f f g g g   =   

1
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

n T b T

n n T b T
b ie ie

n T b T

C
v v

−
   
   =    
      

g g
ω ω
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误差分析
MQ M Q ( M Q )n b n

b T T T n bC I C Cδ δ′ = + = +

0
M Q 0

0

u n
b n

T n u e

n e

C E
φ φ

δ φ φ
φ φ

− 
 = − = − 
 − 

1/ 2
0( ) [( ) ( )]n n n T n

b b b bC C C C′ ′ ′ ′ −=

T 1/ 2
0 T( ) ( M Q ) ( Q M M Q )n b n T n b

b T n b b n TC I C C I C Cδ δ δ′ −= + + +

( ) ( )n T n
b bC C′ ′

( M Q ) ( M Q )n T n
b T b TC Cδ δ= + +

T T
T( Q M )( M Q )b n

n b TC Cδ δ= + +

T
TQ M M QT n b

b n TI C Cδ δ= + +

1/ 2 1
2( )I X I X−+ ≈ −

T1
0 T2( ) [ (M Q Q M )]n b n T n

b T n b bC I C C Cδ δ′ = + −

n
bC= T1

T2 Q Mn T n
b bC Cδ− 1

2 M Qn b
b n TC C δ− M QTδ+ T1

T2 M Q Q MT n
T bCδ δ−

1
2 M Q M Qb

T n TCδ δ−

Matlab辅助推导
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6.2.1.2 6.2.1.2 误差分析误差分析
T1

0 T2( ) [ (M Q Q M )]n b n T n
b T n b bC I C C Cδ δ′ = + −

T1
T2 (M Q Q M )b n T

T n bC Cδ δ− T1
T2 (M Q Q M )b n

n b
T

TC Cδ δ−

小括号内的项为一个矩阵和其转置矩阵的差值，是反对称
矩阵。当载体坐标系b相对于地理坐标系n处于任意方位
时，还不容易导出失准角φe，φn，φu与仪表误差的简单解析
函数式。为了便于分析，考虑一种特殊情况，假设b系沿着
n系对准，即 n

bC I= ，此时，

0 0

0 0 0

0 0

0 ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( )

( ) ( ) 0

u n
n n
b u e b

n e

C I C
φ φ

φ φ
φ φ

′

 −  
  = − −  
  −  



2010-04-23 14

1
2

1
2

0 tan
cos

tan 0 ( tan )
cos cos

( tan ) 0
cos

x x x

ie

yx x z z

ie ie

yx z z

ie

f fL
g L g

ff fL L
g L g g L

ff f L
g g g L

δ δω δ
ω

δδ δω δ δω
ω ω

δδ δ δω
ω

 
− − 

 
 

= − + − − + 
 
 
 + −
  

误差分析误差分析

0 0

0 0 0

0 0

0 ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( )

( ) ( ) 0

u n
n n
b u e b

n e

C I C
φ φ

φ φ
φ φ

′

 −  
  = − −  
  −  

0( ) tan
cos

x x
u

ie

f L
g L

δ δω
φ

ω
= −

0( ) x
n

f
g

δ
φ =

1
0 2( ) ( tan )

cos
y z z

e
ie

f f L
g g L

δ δ δω
φ

ω
= − − +

T1
T2 (M Q Q M )b n

n b
T

TC Cδ δ−
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误差分析误差分析

0( ) tan
cos

x x
u

ie

f L
g L

δ δω
φ

ω
= −

0( ) x
n

f
g

δ
φ =

1
0 2( ) ( tan )

cos
y z z

e
ie

f f L
g g L

δ δ δω
φ

ω
= − − +

δfx δfy δfz δωx
δωz

φe

φn

φu

3.4′/1mg

-1.7′/1mg -1.7′tanL/1mg 1.7′secL/meru

3.4′tanL/1mg -3.4′secL/meru



2010-04-23 16

6.2.2 6.2.2 一次修正粗对准一次修正粗对准

Q̂

Q Qb nf f∗= o o
ˆ ˆQ ( ) Qb bf fδ ∗= +o o

ˆ ˆˆ ˆQ Qn bf f ∗= o o

ˆ ˆ ˆ ˆQ Q Q Qb bf fδ∗ ∗+= o o o o

ˆ ˆ ˆ ˆQ QQ Q Q Qbnf fδ∗ ∗ ∗= +oo o o oo

ˆ ˆQ Qn bf fδδ δ∗ ∗+= Q Q o oo o

Q̂δ ∗Q = Q o

ˆ Qδ ∗ ∗Q = Q o

0
0nf
g

 
 =  
  

1
2Q 1 nδ ∗ = − φ

暂时不考虑测量误差，即δfb=0，在载体没有加速度
的情况下，矢量fn为

假设载体的姿态及航向角已由其它导航仪表以几度的精度近似测
出。被测出的加速度分量 ˆ bf 可通过已知数据构成的姿态四元数

传递对准

进行分解。由此得到计算的加速度分量为
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一次修正粗对准一次修正粗对准————方法描述方法描述

ˆ Q Qn nff δ δ∗= o o
1 1 1
2 2

1 1 1
2 22 2( ) ( )( 1= 1 )e n u e n ugi j j kk ik φ φφ φφ φ− − − + + +o o

1 1 1
2 2 2Q 1 e n ui j kδ φ φ φ= + + +

1 1 1
2 2 2Q 1 e n ui j kδ φ φ φ∗ = − − −

n egi gj gkφ φ= + +−
ˆ

ˆ ˆ

ˆ

n e

n
n

u

e

g
g

f

f f

fg

φ
φ

     = =          

−

1 1 1
2 2

1
2 22
1 1

2( ) (1 )e nu n e ug g gj gk ji i kφ φ φφ φ φ+ + ++ += − o
1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2u n ee n ug g g gφ φ φ φφ φ − −= +

1 1 1
2 2

1 1
2 2 2

1
2( )e n u nu eg g g g iφ φφ φ φφ− + −+

1 1 1
2 2

1 1 1
2 22 2 )( u en u eng jg g gφ φ φφ φ φ+ ++ +

1 1 1
2

1 1 1
2 2 22 2( )u nu n e e kg g g gφ φ φφ φ φ+ + −−

有的是两个小量有的是两个小量
相乘被忽略了相乘被忽略了
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一次修正粗对准一次修正粗对准————方法描述方法描述

0
cos
sin

n
ie

ie

L
L

ω ω
ω

 
 =  
  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆQ Q Q Qb n bnω ω δ δω δω∗ ∗ ∗+= = Q Qo o ooo o

0

n

u

 
 = Ω 
 Ω ˆ nn ωω δ δ∗= Q Qo o

1 1 1
2 2

1 1 1
2 2 22 11= (( ( ) ))e n u e nn uui j k j k i j kφ φ φφ φ φ Ω + Ω + +− +− − o o

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2( ( ) ( ) ([ ) ]n u n un u u n e u n u nei j kφ φ φ φ φ φΩ + Ω + Ω Ω + Ω + Ω + Ω − Ω−=

1 1 1
2 2 21( )e n ui j kφ φ φ+ + +o

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1
2 2 22 2 2 2( ) ( ) ( )en un u u n e eu nn u un u nφφ φ φ φ φ φφ φΩ + Ω − Ω Ω Ω + Ω Ω − Ω−= −−

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2( )[ ( ) ]( ) ( )u n n u e en u n u u n u ne u n iφφ φ φ φ φ φφ φΩ Ω + Ω ++ −Ω + Ω + Ω Ω −− Ω

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2( ) ( ) ([ ])e u n uu n n u neu e jφ φ φφ φφΩ + Ω − Ω Ω Ω − Ω−+ +

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2( ) ( ) ([ ])e u nu en n u un en kφ φ φ φφ φ−Ω − Ω + Ω −Ω Ω + Ω+

)( ) ( ) (n u u n uu n e e ni j kφ φ φ φΩ − Ω + Ω + Ω + Ω − Ω=

类似地，如将陀螺仪测出的角速率通过四元数 Q̂
进行分解，可以写出

注意：两个小量注意：两个小量
相乘可忽略相乘可忽略
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一次修正粗对准一次修正粗对准————方法描述方法描述

ˆcos sin
ˆ ˆsin cos

ˆsin cos

n u ie ie e
n

u n i

u n

e ie n

u n ie

u

ie u

n

e e

e e

L L
L L

L L

φ φ φ φ
φ

ω ω ω
ω ω ω ω

ω ω ω
φ

φ φ

Ω − Ω −     
     = Ω + Ω = + =     
     Ω − Ω −     

ˆcos sinu nie ie eL Lφ φω ω ω− =

n̂
e g

f
φ =

ˆ
n

ef
g

φ = −

ˆˆ ˆ
sin s

tan tan
in

e e e

ie i
n

e
u L Lf

L L g
φ

ω
ω

φ
ω

ω
= + = −

1 1
2 2

ˆ ˆ ˆ1, , ,Q [ ]T
e n ui jφδ φ φ=

)( ) ( ) (n u u n uu n e e ni j kφ φ φ φΩ − Ω + Ω + Ω + Ω − Ω=

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

n e

n
n

u

e

g
g

f

f f

fg

φ
φ

     = =          

−

利用这些估值的
失准角可以校正
计算的四元数

Q̂δ ∗Q = Q o ˆQ= Q Qδ o
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一次修正粗对准一次修正粗对准————误差分析误差分析

[ , , ]n T
de dn duf f f g f= +

[ , cos , sin ]n T
de dn ie du ieL Lω ω ω ω ω ω= + +

ˆ

ˆ ˆ

ˆ

de

dn

du

e

n
n

u

n

u

n e

e

f
f

f

f f
f

f
g

f
g

g ff

δ
δ

δ

φ
φ

 ′    ′ ′= =     

+ +
+ +

+  ′    

−

+

cos sin
ˆ sin cos

sin cos

e

n

de

dn

ie ie
n

ie ie

ie ie

n

u

u

e

e du

L L
L L

L L

δω
δω
δω

φ φ
φ

φ

ω ω
ω ω

ω ωω
ωω
ω− + 

 ′ = + + 
 − + 

+
+
+

ˆ
ê

nf
g

φ =
′

ˆ
n̂

ef
g

φ = −
′

ˆˆ
co

ˆ an
s

te e

i
u

e

f
L g

Lω
ω

φ
′

−=
′

现在考虑仪表误差及干扰运动对估值 φ̂
用fd和ωd分别表示干扰加速度及角速度矢量

的影响。

将仪表误差δfb和δωb沿计算
参考坐标系轴分解得到
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一次修正粗对准一次修正粗对准————误差分析误差分析

1

1

co

ˆ

ˆ

tanˆ (

( )

(

1
s

( ))

)

e de

n d

ie

n

e de

e e

n n

u u e de

f f
g

f f
g

L
f

g
L f

δ

δ

δω ω

φ φ

φ φ

δ
ω

φ φ

+

= +


= + 




= − + 



+ − + 


当δfe=δfn=10-4g时，水平失准角误差为10-4rad。由陀螺漂
移所产生的方位失准角误差，当δωe=0.2°/h，纬度45°时，
误差约为0.0188rad(1°)；δfe所产生的方位误差比它小二个
数量级，即10-4rad 。干扰运动对一次修正对准精度的影响
是比较大的。例如，10-3g 的横向加速度可能造成0.05°的
水平误差，而绕东向轴的10-3°/s的干扰角速率将产生约
19.45°的方位误差。

可以求出估计的捷
联平台失准角为:
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克服扰动影响最常用的方法是在一克服扰动影响最常用的方法是在一
段时间内对估计的失准角取平均值段时间内对估计的失准角取平均值

0

0

0

ˆ

ˆ

ˆˆ

1

1 ( )

c

ˆ

ˆ

n
o

1
s

ˆ ta

n

e

e

e

e

T

i

T

n

u

T

e

dt
T g

dt
T g

dt
T

f

L
L

f

f
g

ω
ω

φ

φ

φ


= 



= − 

 
−    

′

′



′

=
′

′

′
′

∫

∫

∫

当T足够大时，扰动运动对计算失准角的影响几乎
可以忽略。这时计算的是平均失准角，实际的失
准角误差最大可能是其波动的峰值。
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6.3 精对准原理

l 6.3.1 东向陀螺作为敏感元件的校正对准
l 6.3.1.1 对准方法描述
l 6.3.1.2 失准角信息的提取
l 6.3.1.3 修正矩阵的结构及对准精度分析
l 6.3.2 常规校正对准
l 6.3.2.1对准方法的描述
l 6.3.2.2 调平回路的设计
l 6.3.2.3 方位对准回路的设计及对准精度分析
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精对准原理

按照提取失准角信息的方法来划分，可
能有两种自主式精对准方案。

从加速度表及东向陀螺仪输出中提取失准角信息

与平台式惯导系统对准相似，只从水平加速
度表中提取失准角信息
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加速度计 Cn
b

′

K 滤波器

陀螺仪

b
cmdω

b
nC ′

df
g

bfδ
bf

ie dω ω+ bω

bδω
nω ′

nf ′

b
n bω ′

Cn
b

′

1( )n
bC ′ − +

+
−

nφb
ieωn

ieω ′

6.3.1 6.3.1 东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准

1取地理坐标系为参考坐标系;2图中将四元数更新姿态矩阵
算法简略了。3校正对准基本思路是，通过处理加速度计及
陀螺仪的测量值，检测n坐标系与n′坐标系之间的误差角φ，
并产生一个修正指令ωcmd给姿态变换矩阵计算机，以驱动这
些误差角尽可能较小为零。4同时，还需要对干扰角振动进
行补偿。这个过程类似于平台系统中“基座振动隔离”。
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加速度计 Cn
b

′

K 滤波器

陀螺仪

b
cmdω

b
nC ′

df
g

bfδ
bf

ie dω ω+ bω

bδω
nω ′

nf ′

b
n bω ′

Cn
b

′

1( )n
bC ′ − +

+
−

nφb
ieωn

ieω ′

n
bC ′

的估值反馈给方向余弦矩阵计算机来实现的。

可利用下式进行更新
n n bk
b b n bC C ω′ ′

′=&

是角速度
b
n bω ′ 的反对称阵

东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————描述描述

b
dω“基座振动隔离” ，是依靠将干扰角速度

变换矩阵
b b b b b b
n b cmd d ie ieω ω ω δω ω ω ′
′ = + + + −
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————描述描述

b b b b b
n b n n nb cmd dω ω ω ω ω′ ′= + = +

b
cmdω

ˆ b
dω b

ieω ′b b b
ie dω ω δω+ +

bδω

b
nC ′

b b b b b b
n b cmd d ie ieω ω ω δω ω ω ′
′ = + + + −

bEb b b b
cmd d ieω ω δω ω= + + −

n n bk n bk n bk n bk
b b cmd b d b b ieC C C C Cω ω δω δω′ ′ ′ ′ ′= + + −&

bE b
ieωbk

ieδωn n n
b n bC C C′ ′= n n n n n

b n b n bC C C C C′ ′ ′= +& & & n n bk
b b nbC C ω=&

通过滤波计算得
到的与误差有关
的修正信号

补偿计算载体坐
标系b′的振动所
需的角速度

——

n n bk
b b n bC C ω′ ′

′=&

b=( I) =Eb b b b b b b b
ie ie b ie ie b ie ieC Cω ω ω ω ω ω′ ′ ′− = − −

反对
称矩阵

理想

实际

b b
ie ieω ω′ ≠

估值 陀螺输出的角速度陀螺输出的角速度
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————描述描述
n n bk n bk n bk n bk
b b cmd b d b b ieC C C C Cω ω δω δω′ ′ ′ ′ ′= + + −&

n n n n n
b n b n bC C C C C′ ′ ′= +& & &

n n bk
b b nbC C ω=&

n n n bk n bk n bk n bk n n
n b b cmd b d b b ie n bC C C C C C C Cω ω δω δω′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − −& &

n n n bk n bk n bk n bk n
n b b cmd b d b b ie nC C C C C C Cω ω δω δω′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − −& n bk

b nbC ω

b
dω

nEn
nC ′ = −& &

nE n bk b n bk b n bk b
b cmd n b n b ie nC C C C C Cω δω δω′ ′ ′= − − +&

nE nk nk nk
cmd ieω δω δω= − − +& ˆn nk n n n

ie cKω δωφ + φ + φ = −&

n n n
b n bC C C′ ′= n n n n n

b n b n bC C C C C′ ′ ′= +& & &

b
nC 两边右乘两边右乘

k n k b
nb b nb n
n bC Cω ω= 角速度反对称矩阵的相似变换

矢量形式



2010-04-23 29

东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————描述描述
nE nk nk nk

cmd ieω δω δω= − − +&

ˆn n
cmd cKω = φ

ˆn nk n n n
ie cKω δωφ + φ + φ = −&

的反对称形式nk
ieδω En n

ieω

反对称矩阵反对称矩阵
n n n

c
nk
imd

n
eω δω δωφ = − − − φ&

写成矢量形式
是

为使φn减小至零，修正指令
n
cmdω

即采用线性控制规律

可选择成φn的估值的线性函数，

可以看出，上式表示三个标量微分方程式，它通过地球速率项

nk n
ieω φ 相耦合。

Kc为待定的3×3修正矩阵
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————φφ提取提取

( E )(g f f )n n n n
dI δ= − + +

ˆ ˆ( E )n n n b
bf I C f= −

g [0 0 ]n Tg=

ê n de ef g f fφ δ= − + +

n̂ e dn nf g f fφ δ= + +

为了构成修正指令ωcmd，必须测出误差角φn。从计算的g的水平
分量及ωie的东向分量可以求得φn的三个分量。具体地讲，由于

1
1

1

u n
n n
n u e

n e

C I E
φ φ

φ φ
φ φ

′

− 
 = − = − 
 − 
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方位失准角φu可由下式找出

ˆ ˆ( E )n n n b
bI Cω ω= −

( E )(ω ω ω )n n n n
ie dI δ= − + +

ˆ cos sine u ie n ie de eL Lω φ ω φ ω ω δω= − + +

1
1

1

u n
n n
n u e

n e

C I E
φ φ

φ φ
φ φ

′

− 
 = − = − 
 − 

êf n̂f ˆeω 的测量值中提取误差角，系统设计成，可从

假设不计误差源的影响

ˆ ˆ ˆ ˆˆ tan
cos

T

n n e e e

ie

f f f L
g g g L

ω
ω

 
φ = − − + 

 

ˆ δφ = φ + φ 1 ( )

1ˆ ( )

tan
cos

dn n

n n n n
de e

de e de e

ie

f f
g

f f
g

f f L
g L

δ

δ δ

δ ω δω
ω

 
+ 

 
 

φ = φ + φ = φ + − + 
 
 + +

− + 
 

其东向分量为
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东向陀螺作为敏感元件的校正对准东向陀螺作为敏感元件的校正对准————修正矩阵结构修正矩阵结构

ˆω Kn nk n n
ie cφ = − φ − φ&

A= ωnk
ie−X AX U= +& ˆU= K n

c− φ

0

1
2J (X VX U WU)T T

t
dt

∞
= +∫

2
1

2
2

2
3

1 0 0

1V 0 0

10 0

m

m

m

x

x

x

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

2
1

2
2

2
3

1 0 0

1W 0 0

10 0

m

m

m

u

u

u

 
 
 
 

=  
 
 
 
 

ωn
ie

现在先确定使误差角趋于零的Kc矩阵结构，然后简要分析对准

精度。在式中，假设没有不确定性误差，得到

ˆn nk n n n
ie cKω δωφ + φ + φ = −&

式中X=φn

确定Kc的一种方法是定义
式中t0是过程的起始时
间，V和W是正定加权
矩阵，这里取它们为
常数矩阵。 V和W 的
合理选择是使闭环系
统有满意的动态品
质。有文献指出，V和
W 取下列对角阵是合
适的。

评价函数

最优控制
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须用数值法求解。

0 sin cos
A sin 0 0

cos 0 0

ie ie

ie

ie

L L
L
L

ω ω
ω

ω

− 
 = − 
  

式中xim及uim是状态与控制量的上
限值。为使性能指标J取极小值，
Kc应为

A= ωnk
ie−

Kc =W-1S
式中S是代数里卡提方程的解
SA+ATS-S W-1S +V=0 

此处
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K sin cos
K sin K 0

cos 0 K

e ie ie

c ie n

ie u

L L
L
L

ω ω
ω

ω

− 
 = − 
  

K 0 0
K 0 K 0

0 0 K

e

d n

u

 
 =  
  

ωn
ie

ωnk
ie−

确定矩阵Kc的另一种方法是使方程式变成无耦合的。这一点能够做

到，因为在给定纬度上

由此可取Kc的非对角线项等于反对称矩阵 的对应元素，

ˆn nk n n n
ie cKω δωφ + φ + φ = −&

是常数。

ωn n n n
d cK K δ δφ + φ + φ = −&

ω ωn nk n n n n
ie c cK K δ δφ + φ + φ + φ = −& ˆ δφ = φ + φ
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ωn n n n
d dK Kδ δφ + φ = − − φ&

( )

( )

tan ( )
cos

e
e e e dn n e

n
n n n de e n

de e
u u u u de e u

ie

KK f f
g

KK f f
g

LK K f f
g L

φ φ δ δω

φ φ δ δω

ω δω
φ φ δ δω

ω


+ = − + −

+ = + − 

 + + = + − − 
  

&

&

&

( ) (0) ( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) (0) ( ) ( ( ) ( )) ( )

tan ( ) ( )( ) (0) ( ) ( ( ) ( )) ( )
cos

e
e e e e dn n e

n
n n n n de e n

de e
u u u u u de e u

ie

Ks s K s f s f s s
g

Ks s K s f s f s s
g

L s ss s K s K f s f s s
g L

φ φ φ δ δω

φ φ φ δ δω

ω δω
φ φ φ δ δω

ω


− + = − + −

− + = + − 

 + − + = + − − 
  

若详细考察式中的项Kc δφn可以看到，合理选择系统的调整
时间，则有

Ke，Kn，Ku>>ωie

ωn n n n
d cK K δ δφ + φ + φ = −&
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( ) ( ) ( ) (0)( )

( ) ( ) ( ) (0)( )

tan ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0)( )
cos ( )

e dn n e e
e

e e e

n de e n n
n

n n n

de e de e u u
u u

u ie n n n

K f s f s ss
g s K s K s K

K f s f s ss
g s K s K s K

L f s f s s s ss K
g s K L s K s K s K

δ δω φ
φ

δ δω φ
φ

δ ω δω δω φ
φ

ω

+ = − − +
+ + + 

+ = − + + + + 
 + + = − − + + + + +   

显然，捷联系统的这种对准方案与平台系统的陀螺罗经对准有
相似之处，在高纬度地区精度下降，而在地球的两极不能工
作。

可以看出，失准角φe、φn、φu是载体运动与测量误差的函数。
利用拉普拉斯变换可容易求出方程的解。假定扰动函数是时
间的一般函数得到
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0

0

0

( ) ( ( ) ( )) ( ) (0)

( ) ( ( ) ( )) ( ) (0)

tan ( ) ( )( ) ( ( ) ( )) ( )
cos

e e e

n n n

u u

tK t K K te
e dn n e e

tK t K K tn
n de e n n

K t K de e
u u de e u

ie

Kt e e f f d e
g

Kt e e f f d e
g

Lt e e K f f
g L

τ

τ

τ

φ τ δ τ δω τ τ φ

φ τ δ τ δω τ τ φ

ω τ δω τ
φ τ δ τ δω τ

ω

− − −

− − −

− −

 
= − + − + 

 
 

= + − + 
 

 +
= + − − 

 

∫

∫

(0) u

t

K t
u

d

e

τ

φ −












+ 

∫

式中s为拉普拉斯算子。利用卷积定理

1 ( )

0

( ) ( )
t K tsL e d

s K
τω

ω τ τ− − −=
+ ∫

对于任意的输入，方程式的解由下式给出
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( ) ( ) ( ) 0de dn def t f t tω= = =

( ) , ,i if t f const i e nδ δ= = =

( ) , , ,i it const i e n uδω δω= = =

( ) (1 ) (0)

( ) (1 ) (0)

tan( ) (1 ) (0)
cos

e e

n n

u u

K t K tn e
e e

e

K t K te n
n n

n

K t K te e u
u u

ie u

ft e e
g K

ft e e
g K

L ft e e
g L K

δ δω
φ φ

δ δω
φ φ

δ δω δω
φ φ

ω

− −

− −

− −

 
= − − − +  

  
  = − − +  

  
  = − − − +    

tan
cos

n e
ess

e

e n
nss

n

e e u
uss

ie u

f
g K

f
g K

L f
g L K

δ δω
φ

δ δω
φ

δ δω δω
φ

ω


= − − 




= − 



= − − 


针对载体运动为零，加速度表陀螺仪有常值
误差的简单情况，分析系统的动力学特性

稳态误差

可以看出，与平
台系统相比，主
要误差源与灵敏
度均相同。即造
成水平对准误差
的基本原因是加
速度表的测量误
差，而方位误差
主要是由东向陀
螺漂移引起的。
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6.3.2 常规校正对准
在载体有扰动运动时，只用加速度表作为敏感元件的常
规对准法已得到满意的对准效果。虽然采用卡尔曼滤波
器改进常规对准也是一种有效方法，但为使系统结构简
单和适应噪声特性变动更便于调节滤波参数，提出有低
通滤波器的常规对准方案。

φ̂
n
bC ′

粗对准后，计算地理坐标系n′与真实地理坐标系n系之间
有很小的失准角φ。造成对准误差的主要原因是载体的扰
动运动。对加速度计输出信号进行滤波处理，可以求得
失准角的估值 ，然后用这个估值经过加权形成指令

进行连续校正，使φn减小至零。应当指出，与
东向陀螺校正对准方案相似，在四元数姿态校
正计算中也应对干扰角振动进行补偿。

信号，对
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常
规
校
正
对
准
|
对
准
方
法
的
描
述

加速度计 Cn
b

′

陀螺仪

ωcmd

bf nf ′

ωn
in

fe

fe

K
s K
−
+

fn

fn

K
s K
−
+

( )( )
fu

fe fn

K
s K s K

−
+ + uK

nK

eK eW

nW

uW

n n
b bC Q′ ′← dt∫ 1

2 [ω (ω ω )]n n b b n
b b ib n in cmdQ Q C′ ′= − +&

nf

ef

校正，使φn减小至零。与东向陀螺校正对准方案相似，在
四元数姿态校正计算中也应对干扰角振动进行补偿。

对加速度计输出信号进行滤波处理，可以求得失准角的估值

然后用这个估值经过加权形成指令信息，对 n
bC ′

φ̂
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常规校正对准——对准方法的描述

n n n nk n
cmd ieδ= − − −ω ω ω&φ φ

0 sin cos
sin 0 0

cos 0 0

ie ie
nk
ie ie

ie

L L
L
L

ω ω
ω

ω

− 
 − = − 
  

ω

sin cose ie n ie u e eL L Wφ ω φ ω φ δω= − + −&

sinn ie e n nL Wφ ω φ δω= − + −&

式中We，Wn，Wu为指令信号。精对准分两步进行，将方
位失准角φu保持在不加指令信号的状态，系统先进行调平，
把φe，φn驱动至零，然后再进行方位对准，把φu调整至零。

cosu ie e u uL Wφ ω φ δω= + −&
失准角微分方程式的分量形式
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常规校正对准——对准方法的描述

cose ie u e eL Wφ ω φ δω= − + −&

n n nWφ δω= −&

在调平时，依靠忽略包含ωiecosL的项能使方程式解耦。这样
做是合理的。因为可以看出，经过粗对准后，当φe =φn =1°，
L=45°时，ωiesinLφe及ωiesinLφn项的值约为0.185°/h。它远小于
要求的初始调平指令信号。自然，ωiesinLφe及ωiesinLφn将比指
令信号We，Wn更快地趋近于零。应当指出，在式中，相对于
We不能忽略ωiecosLφu，因为调平时φu并未趋近于零，ωiecosLφu
还比较大。对于方位对准，在式中，与Wu相比可以忽略
ωiecosLφe，其理由与在式中忽略包含ωiesinL的项相同。利用这
些简化关系，可改写为

u u uWφ δω= −&

sin cose ie n ie u e eL L Wφ ω φ ω φ δω= − + −&

sinn ie e n nL Wφ ω φ δω= − + −&

cosu ie e u uL Wφ ω φ δω= + −&
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常规校正对准——对准方法的描述

fe

fe

K
s K+

1
s

g

eK
eδω

eφ
dn nf fδ+

eW −ea

fn

fn

K
s K+

1
s

g

nK
nδω

nφ
de ef fδ+

nW −na
−

如果将上式所表示

的加速度计输出，
经过一阶数字滤波
和加权后构成对准
指令信号，便可以
画出水平对准回路
的原理方框图。

ê n de ef g f fφ δ= − + +

n̂ e dn nf g f fφ δ= + +

东向调平回路

北向调平回路

cose ie u e eL Wφ ω φ δω= − + −&

n n nWφ δω= −&
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常规校正对准——对准方法的描述

fe

fe

K
s K+

1
s

g

eK−

eδω

eφ
dn nf fδ+

eW
−

ea

fu

fu

K
s K+

1
s

Ωn

uK+
uδω

uφ
uW

−
ua

+

( )

( )
e fe e fe n dn e

n fn n fn e de n

u fu u fu e

a K a K f f g
a K a K f f g
a K a K a

δ φ

δ φ

= − + + +


= − + + − 
= − + 

&

&

&

方位对准回路

图中Kfe，Kfn，Kfu为滤波
器的参数，Ke，Kn，Ku为
加权系数。取ae，an，au分

别表示滤波器输出，滤波
器方程为

不难看出，所述捷联式惯导系统的精对准原理与平台式惯
导系统的对准类似，可以借用平台惯导对准的一些概念来
分析捷联惯导对准回路的设计问题。
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6.3.2.2 调平回路的设计

0
( )

n nnn

fn fn fn e denn

K
K g K K f faa

δωφφ
δ
−      

= +      − − +     

&

&

2 0fn n fns K s gK K+ + =
2 22 0n ns sξω ω+ + =

2
fn

n fn

K
gK K

ξ =
3 6

n fnK
τ

ξω
= =

n n fngK Kω =

由于北向调平回路与东向调平回路的结构完全相同，在分析水平
对准回路设计原理时，可以北向调平回路为对象进行研究。

北向调平回路的微分方程式

回路的特征方程式为

式中ξ—阻尼比，ωn—回路的无阻尼自然频率，定义下列设计参数

1fnnss

n n fn n

K
D

gK K gK
φ
δω

= = =

fn

fn

K
s K+

1
s

g

nK
nδω

nφ
de ef fδ+

nW −na
−

D—稳态偏差与陀螺漂移之比，τ—调整时间
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调平回路的设计

假设受阵风、浪、装载等干扰作用的影响，载体的正弦形晃
动为

θ(t)=θ0sinωdt

式中θ0为晃动的振幅[度]，ωd为频率[弧度/秒]。若惯性测量装
置距摇摆中心高度为h[厘米]，则作用在加速度计输入端的干
扰加速度fd的幅值为

2
0d nF hθ ω=

以fd(s)为输入量，以φ(s)为输出量的传递函数

2

( )
( )

v

d fn v

s K
f s s K s gK
φ

=
+ +

2 2 2( )
( )( )

d v d

fn v d

F Ks
s K s gK s

ω
φ

ω
=

+ + +

Kv = Kfn Kn
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调平回路的设计

2

2

( / 2)
42 2 2 2

4

1 1( ) sin( ) sin( )
( )

fnfn

fn

KK td v d
d v

Kdv d fn d v

F Kt t e gK t
gK K gK

ω
φ ω λ µ

ωω ω
−

 
 = − + − −
 − + − 

1
2tan fn d

v d

K
gK

ω
λ

ω
−=

−

2

2
41

2
4

tan
fn

fn

K
fn v

K
v d

K gK

gK
µ

ω
− −

=
− +

对上式求拉氏逆变换可得由干扰加速度所引起的失准角为

2 2 2( )
( )( )

d v d

fn v d

F Ks
s K s gK s

ω
φ

ω
=

+ + +

具体设计中，一般gKv比
2

dW
小一个数量级。为了简化分析，
可将gKv作为二阶微量予以忽略。

由此可求得由干扰加速度所引起
的失准角的幅值为

2
0

2 2

3600 v d
L

d d fn

K hN
K

θ ω

ω ω
=

+

NL=3600Kvθ0h[角秒] 

[角秒]

对于ωd>> Kfn
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改进的北向调平回路原理方块图

1
fes K+

L

L

K
s K+

1
s

g

eK
eδω

eφ
dn nf fδ+

eW −

这里有4个待求的参数（DL，τL，ξL和NL），但只有2个量（Kfn和
Kv）可供选择。设计步骤是从获得满意瞬态响应选择Kfn和Kv。然
而这个响应常常是不够理想的，因为还希望NL和DL尽可能小。一
旦选出合适的瞬态响应，要通过改变伯德图或根轨迹图来减小DL
和NL，但它对确定τL和ξL的一对主要极点的影响应当减至最小。
此外，为了进一步衰减载体摇晃运动的影响，还可以在前向回路
中附加一个滤波器，其交接频率高出Kfn十倍频程。

东向调平回路也可按同样方式加以改进
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改进前后两种调平回路的伯德图

fnK

ω

-60db/dec

-20db/dec

增
益
（
分
贝
）

LK
fnK

ω
-40db/dec

增
益
（
分
贝
）

-20db/dec

如KL较Kfn足够高，附加滤波器对瞬态响应的影响不大。
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北向调平回路smulink仿真（改进前）
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北向调平回路smulink仿真（改进后）
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6.3.2.3 方位对准回路的设计及对准精度分析

0 cos 0
0 0 0

0 0 ( )
0 0 0

ie e e ee

u u uu

fe fe e fe n dne

fu fu uu

L K
K

gK K a K f fa
K K aa

ω φ δωφ
φ δωφ

δ

− −  −     
       −       = +
   −    +
       −      

&

&

&

&

写出方位对准回路的微分方程式

fe

fe

K
s K+

1
s

g

eK−

eδω

eφ
dn nf fδ+

eW
−

ea

fu

fu

K
s K+

1
s

Ωn

uK+
uδω

uφ
uW

−
ua

+
−



2010-04-23 53

微分方程的特征多项式：

4 3 2( ) ( ) cos 0fu fe fu fe v v fu fu fe u ies K K s K K gK s gK K s gK K K Lω+ + + + + + =

cos 0
0 0

( )
0 0

0 0

ie e

u

fe fe

fu fu

s L K
s K

s
gK s K

K s K

ω
−

∆ =
− +

− +

s^4+s^3*Kfu+s^3*Kfe+s^2*Kfe*Kfu+g*Kfe*w*cosL*Ku*Kfu
+g*Kfe*s^2*Ke+g*Kfe*s*Ke*Kfu

4 3 2( ) ( ) cos 0fu fe fu fe v v fu fu fe u ies K K s K K gK s gK K s gK K K Lω+ + + + + + =

v fe eK K K=

2 2 2 2 2 2( ) [ 2 ( )] ( ) ( )s s s s j s jσ σ ω σ ω σ ω∆ = + + + = + + + −

经验证明，如将这个四阶系统视为两个二阶系统的串联，并
由此选择系数Kfe，Kfu，Ku和Ke可得到初始误差角希望的瞬态
响应。
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方位对准回路的精度分析
4 3 2 2 2 3 2 4 2 2 44 (6 2 ) (4 4 ) ( 2 )s s s sσ σ ω σ σω σ ω σ ω= + + + + + + + +

由二阶系统的最佳控制条件σ =ω得
4 3 2 2 3 4( ) 4 8 8 4 0s s s s sσ σ σ σ∆ = + + + + =

2

2

2

cos

fe fu

e

u
ie

K K

K
g

K
g L

σ

σ

σ
ω

= = 

= 


=


1cos 0( ) (0) ( )
0 0( ) (0) ( )

0 0( ) (0) ( ( ) ( ))
0 0( ) (0) 0

ie ee e e

uu u u

fe fee e fe n dn

fu fuu u

s L Ks s
s Ks s

gK s Ka s a K f s f s
K s Ka s a

ωφ φ δω
φ φ δω

δ

−
 −      
       − −       = +  − +     +        − +        
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用matlab程序推导，文件为equation6_8691.m

[ s*(s+Kfe)*(s+Kfu)]
[ g*Kfe*Ku*Kfu]
[ g*Kfe*s*(s+Kfu)]
[ g*Kfe*s*Kfu]
[  -w*cosL*(s+Kfe)*(s+Kfu)]
[ s^3+s^2*Kfu+Kfe*s^2+s*Kfe*Kfu+g*Kfe*Ke*s+g*Kfe*Ke*Kfu]
[ -g*Kfe*w*cosL*(s+Kfu)]
[  -g*Kfe*w*cosL*Kfu]
[ -w*cosL*Ku*Kfu-s^2*Ke-s*Ke*Kfu]
[  s*Ku*Kfu]
[  s^2*(s+Kfu)]
[  s^2*Kfu]
[  -w*cosL*Ku*(s+Kfe)]
[ Ku*(s^2+Kfe*s+g*Kfe*Ke)]
[ -g*Kfe*w*cosL*Ku]
[  s*(s^2+Kfe*s+g*Kfe*Ke)]

式中系数阵的逆是
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1

( ) cos ( ) ( ) cos
( )( ) ( ) cos

( )( ) ( )

( )
1
( )

fe ie fe fu e ie u

fefu fu ie fu u

fe fu u fe
fu fe u u fu

e fe fu e u fe

fe

s K L s K s K K LK
s Ks K s K

s s

LK K

s K s K K s K
gK K K K K

gK K s K gK K K

M
s

gK

s s

s

s

ω ω

ω

−

+ − + − + −

+⋅ + + −

+ + +

+ + +

=
∆

M M M

M M M

LLLL LLLLL LLLL LLL

M M M

M M M

LLLL LLLLL LLLL LLL

2

2
2

cos cos
( ) ( )

( )

( )
cos

ie fe u ie
fu fu

fefu

fe
fu fe ie fe fu fu

fu e

g LK K L
s K s s K

gKs K

s s K
gK K g LK K s K

gK K s

ω ω

ω

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− − 
+ + + 

 
 

+ 
− 

+  

M M M

M M M

LLLL LLLLL LLLL LLL

M M M

( )
( )
( )
( )

e

u

e

u

s
s

a s
a s

φ
φ
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cos ( ( ) ( ( ) ()( )( ) [ cos ]
( )

( )
))u fe nie fe fu ie fu du n

e

s K fL s K s sK K
s

s
sL fKδω δω ω

φ
− + + −

∆
− +

=

( ) ( )( )( ) (
( )

( )
)fu fe u e fe fu

u
e ugK K K gK K s K

s
s

s sδω δω
φ

−+− +
=

∆

0
lim ( )ess es

s sφ φ
→

=

cos cos

u n
ess

u

e e u
uss

ie u ie

f
gK g

K
L K L

δω δ
φ

δω δω
φ

ω ω

= − 

= −


4 3 2 2 3 4( ) 4 8 8 4 0s s s s sσ σ σ σ∆ = + + + + =

利用终值定理可以求出由传感器偏置引起的失准角稳态误差

2

2

2

cos

fe fu

e

u
ie

K K

K
g

K
g L

σ

σ

σ
ω

= = 

= 


=
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2

4

2 2
co

(
s

)
ie

dn
g L

s
f

s

σ

σ
ω

σσ
=

+

( )
( )

u fu fe dn
u

sK K K f
s

s
φ =

∆

4

4
(cos 1)ie

dns f
TsL gω

=
+

4max

4
(s )o 1cie

d dn
u

d

jW
L

F
jW gT

φ
ω

=
+

cos cos

u n
ess

u

e e u
uss

ie u ie

f
gK g

K
L K L

δω δ
φ

δω δω
φ

ω ω

= − 

= −


适当选择Ku和Ke的值可使稳态误差主
要取决于δfn/g及δωe/(ωiecosL)项。这
个结论说明，捷联系统常规对准的精
度与平台系统常规对准是一样的。

方位失准角φu对干扰加速度fdn的响应

为了简化分析，假设ω=0，即系统特征方
程有四个相同的负实根

2

2

2

cos

fe fu

e

u
ie

K K

K
g

K
g L

σ

σ

σ
ω

= =

 =


 =
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改进的方位对准回路

1
s

g

eK−

eδω

eφeW
−

ea

fu

fu

K
s K+

1
s

Ωn

uK−
uδω

uφ
uW

−
ua

fe

fe

K
s K+

dn nf fδ+

+
1

Ls K+

式中T=1/σ是方位对准回路的时间常数。如果正弦形干扰加速度为
fdn=FdnsinWdt
则方位角峰值

4

4
(cos 1)ie

dns f
TsL gω

=
+

4max

4
(s )o 1cie

d dn
u

d

jW
L

F
jW gT

φ
ω

=
+
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6.4 卡尔曼滤波在初始对准中的应用

l 6.4.1 系统模型
l 6.4.1.1 状态方程
l 6.4.1.2 量测方程
l 6.4.2 最优滤波器及计算结果
l 6.4.2.1 滤波方程
l 6.4.2.2 计算结果
l 6.4.3 几点看法
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利用
卡尔
曼滤
波器
进行
初始
对准
流程

建立系统模型

离散化

建立滤波器模型

状态估计

系统校正

性能评估

满足

END
Y N
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6.4.1 系统模型
6.4.1.1 状态方程

( )n n n n n n p
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φ为失准角矢量；εp为等效到平台坐标系上的陀螺漂移
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失准角误差方程
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速度误差方程

 (2 ) (2 )  n n n p n n
ie en ie enV f V Vδ φ δω δω ω ω δ= × + ∇ − + × − + ×&

∇p为等效到平台坐标系上的加速度计偏置
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位置误差方程
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失准角误差方程

速度误差方程

位置误差方程

系统的动态方程
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速度匹配状态方程的建立

T

e n e n u x y x y zV Vδ δ φ φ φ ε ε ε = ∇ ∇ X

δVe是东向速度误差，δVn是北向速度误差；

选择状态变量

= +X FX W&

φe是东向失准角，φn是北向失准角，φu是天向失准角；

∇x是x向加速度计偏置，∇y是y向加速度计偏置；

εx是x向陀螺漂移，εy是y向陀螺漂移，εz是z向陀螺漂移。

式中：

不同匹配方式有哪些？
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状态转移矩阵

11 12 11 12

21 22 21 22

34 35 11 12 13

43 21 22 23

53 31 32 33

0 0 0 0
0 0 0 0

10 0 0 0

1 0 0 0 0

tan 0 0 0 0
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状态转移矩阵中的元素
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3443 FF −= 3553 FF −=

ijC n
bC为 中的元素
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6.4.1.2 量测方程

se oe se oe
v v v

sn on sn on

V V V V
Z H X w

V V V V
δ δ
δ δ

− −   
= = = +   − −   









=

0000000010
0000000001

vH

wv为观测噪声。

以速度为观测量的量测方程为

捷联系统速度

观测系统速度
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6.4.2 最优滤波器及计算结果
离散卡尔曼滤波方程为

1 1 1
ˆ ˆ( , ) ( , ) ( )i i i i it t t t t− − −=X XΦ

1 1
ˆ ˆ ˆX( ) X( , ) K( )[Y( ) H( )X( , )]i i i i i i i it t t t t t t t− −= + −

1
1 1K( ) P( , )H ( ) [H( )P( , )H ( ) R( )]T T

i i i i i i i i it t t t t t t t t −
− −= + +

1 1 1 1 1 1P( , ) ( , )P( ) ( , ) G( )Q( )G ( )T T
i i i i i i i i i it t t t t t t t t t− − − − − −= Φ Φ +

1P( ) [ K( )H( )]P( , )i i i i it I t t t t −= −

ˆ ( )itX

1
ˆ ( , )i it t −X

——在给出测量值{ Y(t1)……Y(ti)}后，X(ti)的最优估计值
——ti时刻状态的预测值

K(ti) ——卡尔曼滤波在ti时刻的最佳增益阵

P(ti)—— ti时刻状态估计误差的协方差阵

P(ti-1,ti)——ti时刻预测误差的协方差阵
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6.4.2 最优滤波器及计算结果

2 2 2 2 2 2 2(0) {(0.1 / ) , (0.1 / ) , (1 ) , (1 ) , (1 ) , (100 ) , (100 ) ,P diag m s m s g gµ µ= ° ° °

2 2 2(0.1 / ) , (0.1 / ) , (0.1 / ) }h h h° ° °
2 2 2 2 2(0) {(50 ) , (50 ) , (0.1 / ) , (0.1 / ) , (0.1 / ) ,0,0,0,0,0}Q diag g g h h hµ µ= ° ° °

2 2(0) {(0.01 / ) , (0.01 / ) }R diag m s m s=

滤波器初值的选取
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状态估计误差协方差曲线
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状态估计误差协方差曲线
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校正方法 输出校正

X̂

I NX X∆ − ∆
ˆ

IX∆

所谓输出校正，就是用导航参数误差的估值

反馈校正

X̂∆

去校正系统输出的导航参数，得到导航系统的导航参数估值 X̂
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反馈校正
惯导系统

其他导航系统

卡尔曼滤波器

+

XI

XN

_

XI

NX∆

ˆ
IX∆

采用反馈校正的间接法估计是将惯导系统导航参数误差∆XI的估值
ˆ

IX∆

反馈到惯导系统内，对误差状态进行校正。

根据误差状态的性质，反馈校正分为3种，即脉冲校正
（对速度误差和位置误差等的校正）、速率校正（对平
台误差角的校正）和补偿校正（对惯性仪表误差的校
正）。速率校正是对误差状态按速率形式进行校正，例
如对平台误差角按施矩量进行校正，则校正需要持续一
段时间才能完成。但一般持续时间短，故可近似作为脉
冲校正对待。

对捷联系统而言，因为是数字校正姿态误差角的校正也
是脉冲校正
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思考题

1、推导静基座解析粗对准算法。
2、编写静基座解析粗对准仿真程序并说明其对
准与哪些因素有关。（提示：请考虑传感器误
差）
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